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Esta dissertação analisa medidas de risco de carteira importantes em matemática 
financeira, desde a Teoria de Markowitz do portfólio, até às medidas de risco 
actualmente utilizadas, como o VaR (Valor em Risco) e o CVaR (Valor em Risco 
Condicional). 
Este trabalho visa estudar uma carteira de ativos com o objectivo de conseguir otimizar 
o portfólio. A melhor combinação possível de ativos varia de acordo com a perspectiva 
de risco utilizada na análise do portfólio.  
Palavras-chave ou descritores: Movimento Browniano Geométrico, Teoria de 
Markowitz, Portfólios, Modelo do Mercado dos Preços de Ativos de Capitais (CAPM), 
Optimização do Portfólio, Técnicas de Otimização do Portfólio, Índice de Sharpe, Valor 







This dissertation examines measures of portfolio risk, exploring the simple ones from 
the seminal Markowitz's portfolio theory to the currently used such as VaR (Value at 
Risk) as well as more recent developments like the coherent measures. 
This work aims to study a portfolio in order to achieve the best possible combination of 
assets. The portfolio can be analyzed from different risk perspectives, leading to diverse 
optimal combinations that depend on the perspective used in the analysis. 
 
Keywords or descriptors: Geometric Brownian Motion, Theory Markowitz, Portfolio, 
Market Model of Financial Asset Pricing (CAPM), Portfolio Optimization, Portfolio 
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Quase todas as pessoas têm uma carteira de ativos. A carteira de ativos pode conter 
ativos reais, como um carro, uma casa, uma máquina, um brinquedo, bem como ativos 
financeiros, como ações e obrigações. 
A existência de risco significa que o investidor não pode associar um único número de 
retorno com o investimento em qualquer ativo. O retorno deve ser descrito por um 
conjunto de resultados e cada uma das probabilidades associada de ocorrência dos 
resultados, designado por função de frequência ou distribuição de retorno. Nesta parte, 
vamos analisar os dois atributos mais utilizados de tal distribuição: uma medida de 
tendência central, chamada de retorno esperado, e uma medida de risco ou dispersão em 
torno do retorno média, chamada de desvio padrão. Posteriormente iremos analisar 
outras medidas de risco. 
Uma parte deste capítulo da minha dissertação está relacionada com a forma como se 
pode calcular o retorno esperado e o risco de uma carteira de ativos dado os atributos 
dos ativos individuais. 
 
Um aspecto importante desta análise é que o risco de uma carteira é mais complexo do 
que uma simples média do risco sobre os ativos individuais. Dependerá se os retornos 
dos ativos individuais tendem a se mover juntos ou se alguns ativos dão bons retornos 
quando outros dão maus retornos. Como iremos mostrar, haverá uma redução do risco 
ao deter um portfólio de ativos se os ativos não se moverem em sintonia perfeita. 
 
As ações são consideradas como ativos de renda variável e por isso não há garantias de 
obtenção de uma determinada renda para qualquer das partes envolvidas ou pelo menos 
com conhecimento prévio, ou seja, é um evento de risco. A rentabilidade dos 
investidores é obtida tanto através do pagamento de dividendos das empresas sobre o 
resultado em caixa no exercício actual, como pela valorização ou desvalorização das 
ações no mercado, o que pode gerar eventuais ganhos. 
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A valorização ou desvalorização das ações variam por uma enorme gama de fatores 
como o desempenho da empresa, do mercado onde ela está inserida, da economia, da 
contradição dos vieses de inúmeros investidores/especuladores atuando ao mesmo 
tempo com variadas estratégias, chegando até ao "humor" de alguns participantes do 
mercado de porte, capazes de fazer um grande volume de negociações. 
Por essa razão, seja como investimento, seja como especulação é aconselhável que o 
investidor e/ou especulador, principalmete o iniciante, não tenha no mercado de capitais 
a sua principal fonte de renda, e até que, não dependa de forma alguma do capital que 
emprega no mercado de ações. Como qualquer forma de negócio, deve-se ter um 
horizonte o mais largo possível para estudar/testar as características próprias deste 
ambiente a fim de aplicar o capital onde eventuais perdas, como em qualquer negócio, 
estejam previstas no plano de negócios, não se tornando assim fator de estresse negativo 
desestabilizador.[1]Os investidores são constantemente confrontados com um custo-
benefício entre ajustar ou não retornos potenciais de risco mais elevado. No entanto, os 
acontecimentos da atual crise de crédito e crises financeiras anteriores têm demonstrado 
a necessidade de medição do risco adequada. Uma má medição de risco pode resultar 
em falências e ameaçar a estabilidade de todo um setor financeiro. Medição de risco é 
portanto essencial para negociar milhões de euros nos mercados financeiros e uma 
análise de risco insuficiente pode determinar o preço incorreto dos títulos.   
Esta dissertação visa então demonstrar a aplicação da Teoria do Portfólio, baseada em 
Harry Markowitz, para determinar a composição ótima de uma carteira composta 
unicamente por ativos e também analisar diferentes medidas de risco com o objetivo da 
minimização das perdas.  
No capítulo 1, introduzimos a noção de portfólio de ativos que é um dos conceitos 
essenciais deste trabalho, já no capítulo 2 apresentamos algumas definições relevantes 
para o desenvolvimento e para a análise da dissertação. Posteriormente seguimos com a 
Metodologia da dissertação e no capítulo 4 indicamos os dados com que trabalhamos e 
que o nosso portfólio é constituído. 
Nos capítulos 5, 6 e 7 apresentamos respectivamente a teoria da carteira de Markowitz, 
o modelo de Markowitz, seguindo-se a selecção do portfólio. 
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No capítulo 8 fazemos a análise do portfólio, onde estudamos o comportamento dos 
ativos e do portfólio. No capítulo 9, 10 e 11 abordamos o índice de Sharpe, seguindo-se 









O risco apresenta várias definições, passando por Markowitz, que o aborda na área 
financeira, como sendo a variância ou o desvio em relação a uma média. Atualmente, o 
conceito de risco é utilizado diariamente na maioria das operações financeiras. Uma 
definição simples de risco dada por Gitman (1997) “O risco em seu sentido 
fundamental, pode ser definido como a possibilidade de prejuízos financeiros”. Mais 
formalmente, o termo risco é usado como incerteza, ao referir-se à variabilidade de 
retornos associada a um dado ativo. O risco de um investimento está ligado à 
probabilidade de se ganhar menos que o esperado. O risco, no mercado financeiro, pode 
ser conceitualmente dividido em dois tipos básicos, o risco diversificável e o risco não 
diversificável. 
O primeiro, também conhecido por risco não-sistemático, é aquela parcela do risco que 
não pode ser associado ao comportamento da economia, isto é, depende exclusivamente 
das características de cada ativo e é função de uma série de itens que podem afetar o 
desempenho da companhia. Esse tipo de risco, por sua vez, pode ser eliminado pelo 
processo de diversificação dos ativos que compõem uma carteira. 
Por outro lado, o risco não-diversificável, também conhecido por risco de mercado ou 
sistemático está relacionado às flutuações do sistema económico como um todo. Dessa 
forma, este tipo de risco não pode ser eliminado pelo processo de diversificação de 
ativos, ou seja, está atrelado ao comportamento do mercado. Em relação a este último 
risco os ativos reagem de forma diferenciada, isto é, algumas sobem mais e outras 
menos, embora todas sejam afetadas. 
É importante ressalvar que a diversificação reduz apenas o risco não sistemático. Isso se 
deve ao facto de que quando se diversifica um investimento, o capital total pode sofrer 
uma queda relativa a acontecimentos que afetam apenas um dos ativos que compõe a 
carteira, neste caso os outros ativos podem reduzir as perdas totais, porém o mesmo 
pode acontecer quando o valor de somente um ativo é afetado de forma positiva, os 
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outros, não sendo afetados, impedirão que os ganhos aumentem na mesma proporção 
que aumentarão para o ativo que foi afetado positivamente. 
Segundo Bernstein (1997) o objetivo de Markowitz foi utilizar a noção de risco para 
compor carteiras para investidores que consideram o retorno esperado algo desejável e a 
variância do retorno algo indesejável. O que parece lógico e sensato para a grande 
maioria dos investidores. O modelo mostra que enquanto o retorno de uma carteira 
diversificada equivale à média ponderada dos retornos dos seus componentes 
individuais, a sua volatilidade será inferior à volatilidade média dos seus componentes 
individuais.  
Uma combinação EV obtida é ineficiente se outra combinação obtida tem média mais 
elevada e não maior variância, ou menos de variância e não menos de valor esperado. 
Uma carteira possível de se obter é ineficiente se a sua combinação EV é ineficiente. 
Carteiras eficientes, combinações eficazes de EV, e combinações eficazes Eσ são 
aqueles que não são ineficientes. 
O retorno simples sobre um instrumento financeiro P,  é 			 . 
Esta definição contém algumas restrições: 
▪ O tempo de  − 1a t é de um dia útil, referente ao país cujo respectivo instrumento 
financeiro pertence. Então, é o retorno diário. Nós também poderíamos estar 
interessados em retornos mensais, retornos anuais, etc., mas ao longo da dissertação 
será apenas utilizado o retorno diário. 
▪  é o preço no momento t. Por vezes, uma conversão deve ser feita para os dados em 
bruto, a fim de alcançar este objetivo. Por exemplo, se começarmos com os retornos das 
obrigações , não faz muito sentido para focarmo-nos no retorno como está formulado 
acima. 
▪ Precisamos de nos preocupar com outras fontes de retorno, tais como dividendos, 
cupões, etc. 
▪ O retorno contínuo é  			 . Este tem melhores propriedades matemáticas e de 
modelação do que o retorno simples acima. Por exemplo, é o que ocorre em toda a 
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modelagem financeira e (consequentemente) é o que utilizamos para medir a 
volatilidade histórica. No entanto, é mau para carteiras. 
 
A taxa diária de troca de ações é uma figura importante, não só para pessoas práticas, 
que querem ver como a sua carteira ou o seu portfólio se comporta, mas também em 
muitas teorias sobre o risco de mercado. Um modelo de distribuição dos retornos das 
ações diárias é um pré-requisito para muitas teorias. Por exemplo, a fórmula de "Black 
and Scholes" para opções ("Black / Scholes", em 1973) assenta no pressuposto de que 
os retornos diários são distribuídos pela distribuição log normal. A teoria do Portfólio 
de Markowitz é construída sobre a suposição de que os retornos contínuos seguem uma 
distribuição Normal (Markowitz 1952). 
 
Benchmark 
Um padrão contra o qual o desempenho de um título financeiro, de um fundo mútuo ou 
um gerente de investimento pode ser medido. Geralmente, o mercado amplo e o 
segmento de mercado das ações e os índices de títulos são usados para este fim. 
 
Preço de fecho ajustado 
É o preço de fecho de uma ação em qualquer dia de negociação em bolsa que foi 
alterado para incluir quaisquer distribuições e ações corporativas que ocorreram em 
qualquer momento anterior à abertura da bolsa do dia seguinte. O preço de fecho 
ajustado é frequentemente utilizado quando se examina os retornos históricos ou 
realizar uma análise detalhada sobre os retornos históricos. O preço de fecho ajustado é 
uma ferramenta útil quando se examina os retornos históricos porque dá aos analistas 
uma representação exata do valor do capital da empresa além do preço de mercado 
simples. Representa também todas as ações corporativas, como o desdobramento de 
acções (isto é, o Stock Split), dividendos /distribuições e ofertas de direitos. Apesar 
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destes fatos mencionados acima, eu não utilizei o Preço de Fecho ajustado para calcular 
e analisar os retornos históricos. Na prática a diferença é em geral muito pequena. 
 
Um "stock split" ou uma divisão de acções aumenta o número destas mesmas de uma 
empresa pública. O preço é ajustado de tal forma que o antes e após a capitalização de 
mercado da empresa permanece a mesma e a diluição não ocorre. Opções e warrants 
estão incluídas. 
Stock Split: A acção corporativa em que as ações existentes de uma empresa são 
divididas em partes múltiplas. Embora o número de ações em circulação aumente por 
um múltiplo específico, o valor total, neste caso em euros, das ações permanece o 
mesmo em relação à quantidades pré-split, porque nenhum valor real foi adicionado 
como um resultado da divisão. 
Um aumento no número de ações em circulação de ações de uma empresa, como 
patrimônio que proporcional de cada acionista permanece o mesmo. Isto requer a 
aprovação do conselho de administração e acionistas. Uma empresa cujas ações têm um 
bom desempenho pode optar por dividir as suas acções; a distribuição de ações 
adicionais para os acionistas existentes. O desdobramento de ações mais comum é dois-
para-um, em que cada ação torna-se duas acções. 
 
Short Selling é a prática de vender ativos (em finanças), geralmente de valores 
mobiliários, que foram emprestados de um terceiro, que é geralmente um corretor, com 
a intenção de comprar ativos idênticos numa data mais tarde para regressar a esses 
terceiros. O princípio básico é que vendemos algo, a descoberto, a um preço alto agora, 
para comprar mais baixo depois, assim é rentável. O vendedor curto (especulador) 
espera lucrar com uma queda no preço dos ativos entre a venda ea recompra, como o 
vendedor vai pagar menos para comprar os ativos do que recebeu em vendê-los. O 
vendedor curto irá incorrer em uma perda se o preço dos ativos sobe (como ele vai ter 




3 Metodologia e Dados 
O PSI-20 é um índice e é constituído pelas 20 maiores empresas portuguesas cotadas 
em bolsa de valores de Lisboa, isto é, no mercado de capitais.  A liquidez de cada 
empresa cotada é medida pelo volume de transacções em bolsa. 
Os pesos dos constituintes do índice PSI 20 são ajustados de acordo com o Free float e 
limitados a 15% para efeitos de revisão periódica. 
O Free float representa a quantidade de ações livres que existem cotadas em bolsa, ou 
seja, a fracção das acções emitidas que não se encontra fixa na mão de accionistas 
estáveis (normalmente, maioritários, mas nem sempre). Por exemplo, na Sonae SGPS 
(SON) as acções controladas pelo Belmiro de Azevedo não fazem parte do free float, 
contando apenas as que estão dispersas em bolsa. O termo destina-se a identificar o 
capital que pode, facilmente, mudar de mãos em bolsa. 
Ao longo do desenvolvimento da dissertação houve modificações no PSI20 que não 
alteraram os pressupostos assumidos ou os factos até então assumidos, isto é, 
prevaleceram tal como de início. A Cimpor sofreu um stock split em Abril de 2003 
(anexo 3), e isso foi levado em conta para a analisar os dados e depois utilizá-los. 
Actualmente dos Ativos que compõem o P SI-20, aqueles com maior peso na Carteira 
do Psi-20 são a EDP, a GALP ENERGIA SGPS, JERÓNIMO MARTINS SGPS SA e a 
PORTUGAL TELECOM (como podemos verificar no anexo 4). 
Para o desenvolvimento desta dissertação utilizei várias ferramentas como o Excel, 
Octave e o Matlab para efectuar cálculos, ordenar dados, produzir gráficos e tabelas que 
foram necessários para expor os resultados e os respectivos passos precedentes.    
Para poder utilizar e trabalhar com a base de dados que se retirou do seguinte website: 
www.yahoofinance.com, verificou-se primeiro se todos os ativos tinham as respectivas 
cotações nos mesmos dias do ano, e como tal teve de se retirar da Sonae e da Sonaecom 
um dia, pois mais nenhum outro ativo do portfólio estava cotado nessa data.  
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Depois utilizamos a ferramenta Octave para se extrair os dados em formato csv do 
‘yahoofinance’ e ordená-los de forma correcta cronologicamente, isto é, ordenamos os 
preços diários das acções, isto é, as cotações dos ativos, do mais antigo para o mais 
recente (ver código no anexo 5). Após efectuado este passo, procedemos então ao 
cálculo dos retornos de cada ativo. 
A Cimpor sofreu um stock split em Abril de 2003, e como tal fiz um ajustamento de 
modo a que não afectasse o estudo desejado e desenvolvido neste trabalho nem as 
conclusões que pudesse vir a tirar, isto é, como cada acção passou a valer um quinto da 
cotação que valia, dividi o retorno diário, do dia em que a Cimpor realizou o stock split, 
por 5. 
Nesta investigação, o portfólio considerado é um portfólio de acções, ações estas que 
pertencem todas à bolsa de Lisboa e também ao PSI20 (excepto agora a 
CIMPOR,SGPS).  
As acções foram escolhidas com base na sua antiguidade em bolsa, isto é, procurei 
incluir os ativos que estivessem cotados em bolsa à pelo menos 9 anos e 6 meses, 
portanto desde 1 de Janeiro de 2003. Os ativos seleccionados foram: o BANCO BPI, o 
BANCO ESPIRITO SANT, a CIMPOR,SGPS,a EDP, a JERONIMO MARTINS,SGPS, a 
MOTA ENGIL, a PORTUGAL TELECOM, a PORTUCEL, a SEMAPA, a SONAE, a 
SONAECOM,SGPS e a ZON MULTIMEDIA. 
Ao longo da realização desta dissertação, a “Brisa” e a “Cimpor, SGPS” foram 
excluídas do PSI20, sendo que a primeira foi no dia 13 de Agosto de 2012 e a segunda 
no dia 22 de Junho de 2012. Independentemente deste acontecimento, o portfólio 
seleccionado manteve-se o mesmo, pois não retira nenhuma validade ao estudo 
realizado. 
Após a selecção dos ativos e a extracção das respectivas cotações, ao longo dos últimos 
9 anos e meio aproximadamente, através do Yahoo finance, ordenei cronologicamente 
os dados (do mais antigo para o mais recente), e depois calculei os retornos contínuos 
com base na fórmula:  






Breve Introdução à Teoria de carteira de investimentos 
Uma carteira de ações é um conjunto de ações que, juntas, obtém as mesmas 
características, com o objectivo de diversificar o investimento e reduzir seu risco. A 
seleção de carteiras é o estudo de como um património pode ser investido. A seleção é 
subjetiva, pois depende do grau de risco de cada investidor. O procedimento 
(quantitativo) da escolha do investidor na sua carteira baseia-se fundamentalmente em 
dois parâmetros de medida: 
1º) E = valor esperado da taxa de retorno; 
2º) s = desvio - padrão da taxa de retorno (risco); 
3º) V = variância da taxa de retorno (risco). 
E o processo da escolha de uma carteira se compõe principalmente de: 
1) Análise de Ações; 
2) Análise das Carteiras; 
3) Seleção da Carteira Ótima.  
A análise das ações consiste na observação dos indicadores económico-financeiros das 
empresas bem como do retorno de seus títulos negociados em bolsa de valores. Com 
isto, adquirem-se informações importantes para se estimar as perspectivas futuras das 
empresas com vistas a incluí-las ou não como ações candidatas a entrarem na formação 
das carteiras. Deve-se ressaltar que a estimativa com relação às perspectivas futuras são 
todas baseadas em informações do passado A análise de carteiras procede na 
determinação de um conjunto de carteiras consideradas eficientes, calculadas por meio 
de método quantitativo, construídas a partir das ações escolhidas como “candidatas”, 
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selecionadas a partir de uma análise. Essa etapa fornece, para cada carteira eficiente, as 
expectativas de ganho e de risco correspondentes ao investimento.  
A seleção da carteira ótima, como já citado anteriormente, é subjetiva, pois dependerá 
da "filosofia" do investidor. Cientificamente, diz-se que dependerá da "função de 
utilidade" do mesmo. Por exemplo, alguns investidores, considerados “agressivos”, 
costumam seleccionar carteiras com perspectivas de oferecer altos retornos, mesmo 
associadas a elevados riscos. Outro não, pois sendo mais conservadores, preferem 
incorrer em menores riscos, aceitando menores retornos previstos. O conceito de risco 
pode ser operacionalizado através de diferentes funções que refletem a variabilidade do 
retorno. Pode-se dizer que a razão pela qual a medida de risco, e geral, está associada 
com a variabilidade do retorno, é devido ao fato de se acreditar que uma empresa que 
vem se mantendo, ao longo do tempo, com taxas de retorno mais ou menos constantes, 
deverá dar um retorno previsível para um período futuro. Já uma empresa que vem 
alternando retornos altos e baixos, trará consigo uma incerteza (risco) bem maior do que 
primeira, no que se refere à expectativa de retorno futuro. 
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4 Teoria da Carteira de Markowitz - 
 Média-Variância 
 
4.1 A História da Teoria da Carteira Moderna 
A Teoria Moderna da Portfólio (MPT - Modern Portfólio Theory) ou a Teoria da 
Carteira foi introduzida por Harry Markowitz com a sua "Seleção de Portfólio", artigo 
que apareceu em 1952 no Jornal de Finanças. Trinta e oito anos depois, ele 
compartilhou o Prémio Nobel com Merton Miller e William Sharpe para o que se 
tornou uma teoria geral para a seleção de carteiras. 
Antes do trabalho de Markowitz, os investidores focaram-se em avaliar os riscos e 
recompensas de títulos individuais na construção das suas carteiras. A consultoria de 
investimento padrão era identificar os títulos que ofereciam as melhores oportunidades 
de ganho com o menor risco e, em seguida, construir uma carteira a partir destes. 
Markowitz formalizou uma intuição, detalhando uma matemática de diversificação, isto 
é, ele propôs que os investidores se concentrassem na seleção de portfólios com base 
nas suas características globais risco-retorno em vez de simplesmente construir carteiras 
a partir de títulos que cada um individualmente tem atraentes características de risco-
retorno. Em suma, os inventores devem selecionar carteiras não títulos individuais.  
 
4.2 A Teoria da Carteira de Harry Markowitz 
Harry Markowitz apresentou este modelo em 1952. Este modelo auxilia na selecção do 
portfólio mais eficiente analisando várias carteiras possíveis dos títulos dados. Ao 
escolher títulos que não se 'movem' exatamente juntos,isto é, os retornos não se movem 
no mesmo sentido e proporção, o modelo 'HM' mostra como os investidores podem 
reduzir o seu risco. O modelo ‘HM’ também é chamado de modelo de Média-Variância 
devido ao fato de que ele é baseado em retornos esperados (média) e desvio padrão 
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(variância) das diferentes carteiras. Harry Markowitz fez os seguintes pressupostos, ao 
desenvolver o modelo HM, que foram: [Mar87] 
1. Risco de um portfólio é baseado na variabilidade dos retornos do portfólio disse. 
2. Um investidor é avesso ao risco. 
3. Um investidor prefere aumentar o consumo. 
4. Função do investidor utilidade é côncava e crescente, devido a sua aversão ao risco e 
preferência de consumo. 
5. A análise é baseada no modelo de período único de investimento. 
6. Um investidor quer maximiza seu retorno da carteira para um dado nível de risco ou 
o máximo de retorno para o risco mínimo. 
7. Um investidor é racional na natureza.  
 
Era normal antes do modelo HM era identificar os títulos que ofereciam as melhores 
oportunidades de ganho com o mínimo de risco e, em seguida, construir uma carteira a 
partir destes. Na sequência deste parecer, o investidor pode concluir que todas as ações 
da estrada de ferro ofereceram boas características de risco-retorno e compilar um 
portfólio completo a partir destes. Intuitivamente, isso seria surreal, mas Markowitz 
formalizou essa intuição. Detalhado de uma matemática de diversificação, ele propôs 
que os investidores se concentrassem na seleção de carteiras com base nas suas carteiras 
globais de características risco-recompensa, em vez de apenas compilar carteiras de 
títulos que cada um individualmente tem atraentes características de risco-retorno. Em 
suma, os investidores devem selecionar carteiras não títulos individuais. 
Considerado o pai da Teoria Moderna dos Portfólios, HM observou que o risco 
individual de um investimento não é tão importante como o conjunto de todos os 




Porém, se adicionarmos vários investimentos num portfólio, o risco e retorno esperado, 
atuando em conjunto, podem-se mostrar mais eficientes do que um investimento 
isolado. 
A Otimização de um portfólio é uma área importante em finanças. O objectivo é o de 
maximizar o rendimento, e, simultaneamente, minimizar o risco. Uma forma de 
otimizar um portfólio foi sugerido por HM, que nasceu em 1927, que publicou o artigo 
da Seleção do Portfólio no jornal de Finanças em 1952 [Mar91a]. Em 1990, ele recebeu 
o Prémio Nobel em Ciências Económicas, devido às suas contribuições para a teoria da 
carteira. Houve extensões e desenvolvimentos feitos no modelo de Markowitz e ainda é 
um modelo amplamente utilizado. 
 
É notório que praticamente todas as decisões financeiras feitas por um investidor, seja 
este individual ou institucional, envolvem tomadas de decisões presentes a respeito de 
eventos que acontecerão no futuro. Alternativas de investimentos como cadernetas de 
poupança, títulos de renda fixa, obrigações do tesouro, ações, mercadorias e outros, são 
opções já conhecidas pelos investidores. Dentro destas alternativas, será considerado 
neste trabalho o investimento em ações na constituição de uma carteira (portfólio). Um 
problema que vem afligindo um investidor é a distribuição de determinada importância 
entre os diversos títulos existentes no mercado. Bancos de investimento, sociedades 
corretoras ou distribuidoras de valores administram vários fundos de ações oferecidos 
como opção de investimentos ao público em geral. Esses fundos de ações geralmente 
costumam apresentar uma carteira diversificada de ações a fim de minimizar o risco do 
investimento, pois a tendência que se espera daqueles que atuam no mercado de ações 
como um todo deve ou deveria ser à busca do máximo possível de retorno de seus 
investimentos em aceitáveis níveis de risco. 
Markowitz (1952) foi o pioneiro na formulação e desenvolvimento da teoria de 
diversificação de investimentos sob condições de risco e seu modelo para constituir uma 
carteira “ótima” de títulos que se baseia na minimização do risco, sendo este 
quantificado pela variância dos retornos dos mesmos. Neste contexto, o objetivo do 
presente estudo é o de analisar se a variância poderá ser a melhor medida de risco a ser 
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utilizada para a optimização do Portfólio, e que outras medidas de risco poderiam ser 
utilizadas com base no Portfólio admitido. 
Segundo HM, “o processo de seleção de uma carteira de ações pode ser dividido em 
dois estágios. O primeiro começa com observação e experiência e termina com opiniões 
sobre o desempenho futuro dos negócios avaliados. O segundo estágio começa com as 
opiniões relevantes sobre o futuro e termina com a escolha de uma carteira de ações”. 
Markowitz, com o clássico trabalho “Portfólio Selection” em 1952 determinou a 
fronteira eficiente de ativos de risco a partir da premissa de seleccionar carteiras que 
maximizassem a taxa de retorno para um dado nível de risco e minimizassem o nível de 
risco para uma dada taxa de retorno esperada. O objetivo deste estudo é apresentar um 
modelo de seleção de portfólios a fim de otimizar a relação risco-retorno entre os ativos. 
A fronteira eficiente de Markowitz é o conjunto de todas as carteiras que darão o maior 
retorno esperado para cada nível de risco. Estes conceitos de eficiência foram essenciais 
para o desenvolvimento do Modelo de Preços do Capital de Ativos (CAPM - Capital 
Asset Pricing Model). 
 
A Carteira de Markowitz eficiente é aquela em que nenhuma diversificação adicionada 
pode reduzir o risco da carteira para uma expectativa de retorno dado (alternadamente, 
nenhum retorno adicional esperado pode ser adquirido sem aumentar o risco da 
carteira). A fronteira eficiente de Markowitz é o conjunto de todas as carteiras que darão 
o maior retorno esperado para cada nível de risco. Estes conceitos de eficiência foram 
essenciais para o desenvolvimento do do Modelo de Preços dos Ativos Capital (CAPM 
- Capital Asset Pricing Model). 
 
4.3 Análise de Portfólio 
A composição de uma carteira pode variar muito devido à existência de diferentes tipos 
de investidores que desejam assumir diferentes riscos e retornos. 
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Markowitz e Sharpe contribuíram para o processo de seleção de carteiras de 
investimentos. Ambos desenvolveram metodologias de avaliação e compensação do 
risco através da diversificação de investimentos [MAR52]. 
Markowitz desenvolveu um modelo de análise da relação risco-retorno, no qual as 
informações necessárias para a escolha do melhor portfólio para quaisquer níveis de 
risco estão contidas em três parâmetros estatísticos: média, variância (ou desvio padrão) 






5 Modelo de Markowitz 
 
Na teoria da carteira de Markowitz média-variância modela-se a taxa de retorno sobre 
os ativos como variáveis aleatórias. O objetivo é, então, escolher os fatores de 
ponderação da carteira ideal. No contexto da teoria Markowitz, um conjunto ideal de 
pesos é aquele em que a carteira atinge uma taxa de linha de base aceitável de retorno 
esperado com volatilidade mínima. Aqui, a variação da taxa de retorno de um 
instrumento financeiro é tomada como um substituto da sua volatilidade. 
Harry Markowitz desenvolveu um método que regista a variância de uma carteira como 
a soma das variâncias individuais de cada ação e covariâncias entre pares de ações da 
carteira, de acordo como o peso de cada ação na carteira. Markowitz comenta que deve 
haver uma carteira de ações que maximiza o retorno esperado e minimiza a variância, e 
esta deve ser a carteira recomendada para um investidor. 
 
O modelo básico de Markowitz pode ser dado por: 
 
Retorno Esperado: O que se espera que uma ação possa proporcionar no próximo 
período. É apenas uma expectativa, já que o retorno efetivo poderá ser maior ou menor 
que o esperado. É a média ponderada dos retornos esperados dos ativos que compõem o 
portfólio. 
 
As medidas estatísticas normalizadas da dispersão são: a variância e o desvio padrão. 
 
Variância: A variância (risco) de um ativo não é igual à média ponderada do risco dos 
ativos que o compõem. E sim a variabilidade com que sucede. 
 
VAR (X) = σ² = valor esperado de (x – x)² 
 
Quando a variância é estimada a partir de uma amostra de retornos observadas, 
adicionamos os quadrados dos desvios e dividimos por n-1, sendo n o número de 
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observações. Divididos por n-1, em vez de n, para corrigir o que é designado por perda 
de um grau de liberdade. 
 
 
Desvio – Padrão: representa a raiz quadrada dos desvios médios das observações 
individuais em relação ao valor esperado, elevados ao quadrado. 
 
√ VAR (X) = √σ² = σ 
 
 
Covariância: A variância entre dois ativos depende da covariância (correlação) entre os 
ativos que compõem o portfólio. 
 
COV(X, Y) = σxy =1/n [Σ (xt – x)(yt – y)]  
 
Correlação: é o método estatístico de calcular a maneira como os retornos se movem 
relativamente a uma outra carteira de ativos (quanto maior a diferença dos movimentos 
entre os ativos menor o risco). A medida estatística é o coeficiente de correlação que 
assume valores dentro de uma faixa de +/-1, para séries que apresentam correlação 
positiva perfeita, até –1, para séries cuja correlação negativa é perfeita. 
 
Correlação 
CORR (X,Y) = ρxy = σxy / Σxσy 
 
Covariância e Correlação: 
De acordo com o modelo de Markowitz a variância da carteira depende da covariância 
entre os pares de ativos, a qual por sua vez depende da correlação entre os ativos. O 
modelo também atenta para a necessidade de se encontrar ativos com baixa correlação 
entre si, para que um possa minimizar as perdas do outro. A correlação mede como cada 
ativo se comporta com a variação de um outro ativo qualquer, ou seja, se uma ação sobe 
o que acontece com uma outra qualquer, sobe junto, sobe menos, sobe mais ou cai? A 





Correlação Positiva: CORR (X,Y) = 1 
σp =Wxσx + (1 – Wx)σy  
 
O desvio-padrão de um portfólio com dois ativos com correlação igual a 1 é a média 
ponderada dos desvios-padrões dos ativos que compõem o portfólio. 
 
 
Correlação Negativa: CORR (X,Y) = -1 
σp =Wxσx – (1 – Wx)σy 
 
Os desvios-padrão e variâncias não podem ser negativos, sempre será usado o valor 
positivo gerado pela equação acima positivo gerado pela equação acima. 
 
 
Alguns ativos não têm nenhuma correlação entre si, ou seja, não se relacionam 
absolutamente, no sentido de que não há nenhuma interação entre seus retornos.  
 
A combinação de ativos sem correlação reduz o risco mais efetivamente do que a 
combinação de ativos positivamente correlacionados.  
 
O coeficiente de correlação para os ativos não correlacionados é quase zero e atua como 
ponto médio entre as correlações positiva e negativa. 
 
Correlação entre ativos maior que -1 e menor que 1 : -1<CORR (X,Y) < 1 
Correlação: a correlação negativa ou positiva ocorre muito raramente entre os ativos 
financeiros. 
Para todos os portfólios compostos por ativos com correlação entre -1 e 1, usa-se a 
fórmula de Markowitz. 
 
Fórmula de Markowitz 
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σp² = Σ Wx² σx² + Σ Σ WxWy σxy  
x=1 x=1 y=1 
y≠x 
O modelo mostra que enquanto o retorno de uma carteira diversificada equivale à média 
ponderada dos retornos de seus componentes individuais, sua volatilidade (quantidade 
de flutuações que ocorrem com uma série de números quando eles se desviam de uma 
série representativa) será inferior à volatilidade média de seus componentes individuais. 
 
Como pode ser observado, embora o retorno esperado de uma carteira seja a média 
ponderada dos retornos individuais, o mesmo não pode ser dito para a variância ou risco 
da carteira. 
 
De acordo com o modelo de Markowitz a variância da carteira depende da covariância 
entre os pares de ativos, a qual por sua vez, não depende apenas da volatilidade dos 
componentes individuais, da correlação entre ativos. 
 
Assim, quando dois ou mais ativos pouco relacionados compõem uma carteira de 
investimentos consegue-se um risco menor que a média ponderada dos riscos 
individuais, conseguindo algumas vezes um risco menor que o do ativo de menor risco 
com um retorno maior que o deste ativo. 
 
Os retornos são contínuos, pois assumimos que os preços das acções movem-se de 
acordo com um movimento browniano geométrico (MBG), também conhecido como 
movimento browniano exponencial. Isto é, são processos estocásticos em tempo 
contínuo, no qual o logaritmo de uma quantidade variando aleatoriamente segue um 
movimento browniano, também designado por processo de Wiener.  
Uma vez que uma quantidade que segue um MBG pode assumir qualquer valor 
positivo, somente mudanças percentuais nas variáveis aleatórias são importantes. 




Um processo estocástico  segue um MBG se satisfaz a seguinte equação diferencial 
estocástica: 
 =  +  
onde  é um movimento Browniano ou um processo de Wiener, e  (variação 
percentual) e  (volatilidade percentual) são constantes. 
Para qualquer valor inicial S0 a equação tem a seguinte solução analítica:  
 
 =  exp(( − 2 )t + ) 
 
	é uma variável aleatória com distribuição log-normal com valor esperado: 
 &() = '(  
 
 
Modelo da seleção de Portfólio - Análise de média ~ variância 
 
No modelo "padrão" da seleção de carteira, o investidor tem de escolher frações X1, 
X2, ..., Xn investidas em títulos sujeitos a restrições: 
 
∑ *i = 1,-           (1.1 a) 
 




Supomos que os retornos deste período no indivíduo títulos r1, r2, ..., rn são distribuídos 
conjuntamente variáveis aleatórias, e o retorno da carteira é: 
3 = 	∑ i	4i,-   
 
R é o retorno do Portfólio 
E é usado como o valor esperado (média) do retorno da carteira, ou seja, E = E (R) 
V é a variância do retorno da carteira de 
EV é uma combinação entre E e V 
Eσ é uma combinação entre E e s 
 
O retorno esperado (média) sobre a carteira como um todo é 
E = ∑ *i	ui,-           (1.3) 
 
onde,     6i = E(4i)          (1.4) 
 
Em (1,4), E é usado como o operador valor esperado. E onde aparece por si só, como 
em (1,3) se refere ao valor esperado do retorno da carteira, ou seja, E = E (R). 
A variação de V retorno da carteira é: 
 
7 = ∑ 8	9	89,-          (1.5) 
 




88 = &(4i − 6i) = 7(4i) é a variância de 4i.     (1.6)  
 
Tal como acontece com E, quando V é seguido por uma variável aleatória, V representa 
a variância da variável aleatória. Quando V aparece por si só, refere-se a variância da 
carteira, ou seja, V = V (R).  
 
Pressupostos do Modelo 
 
• Os retornos são contínuos; 
• Os retornos dos ativos do portfólio seguem uma distribuição normal; 
• Não existe short selling; 
• Não existem stock splits; 
• Não existem custos de transação 
 
Se definirmos o retorno ponderado esperado de uma carteira como  como: 
     = ∑ =8	8>-        (2) 
 
Então a variância do portfólio  é: 
 =	∑ ∑ 89=8	=9?9=1>-      (3) 
Onde: 
⟶ N é o número de ativos no portfólio, isto é, 12; 
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⟶ i, j são os índices dos ativos e i,j ∈ {1,2,…,N}; 
⟶ =8 é o peso do ativo, sujeito às condições: 
 




⟶  é a covariância do activo i com o ativo j; 
⟶ 89 é a covariância do ativo i com o ativo j. 
 
A teoria do Portfólio de Markowitz foi a primeira a explicar explicitamente a 
diversificação do portfólio como a correlação (ou covariância) entre os ativos. A partir 
da equação (3) acima, observamos que a variância do portfólio, , diminui assim 
como a covariância entre ativos,	 , do portfólio sem necessariamente reduzir a média 
do retorno esperado do portfólio (). A Teoria do Portfólio de Markowitz (TPM) 
também introduziu a ideia de optimizar a selecção de carteiras, seleccionando ativos que 
se situam na fronteira eficiente. 
A fronteira eficiente é encontrada através da minimização do risco () ajustando =8 
sujeito a à restrição  estar fixada; consequentemente tais carteiras fornecem o melhor 
 para o mínimo risco. Adicionalmente, pode ser mostrado que a fronteira de 
eficiência segue uma relação côncava entre  e . Isto reflecte a ideia de utilidade 
esperada côncava crescente com o risco. A maioria dos gestores de carteira aplica a 
estrutura TPM para otimizar a seleção do portfólio.  
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6 Análise do Portfólio 
 
A amostra de estudo inclui 2334 preços diários das cotações de cada ativo no fecho de 
mercado da bolsa. Como neste trabalho estudamos os retornos e não os preços das 
acções, a amostra é constituída então por 2333 retornos diários1 para cada ativo, sendo 
que os retornos dos diferentes ativos são sobre os mesmos dias, se não o estudo em 
causa não teria sentido. 
Utilizei a ferramenta Matlab para calcular a média dos retornos de cada ativo do 
portfólio que estão na tabela 1. 
 
Tabela 1 -Valor Esperado dos Retornos diários relativos de cada Ativo do nosso 
Portfólio: 













Zon Multimedia -0,0003301 
 
Como podemos verificar pela tabela acima, as médias positivas dos retornos diários de 
cada activo são consideravelmente baixas, isto é, nenhum dos valores esperados é 
                                                 
1
 A série das observações dos preços vai desde 01/01/2003 até 31/12/2011, ou seja, são os retornos diários 
ao longo de 9 anos.   
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superior a 0,1%. O activo com melhor valor esperado é a Jerónimo Martins, com 
0,095%, aproximadamente, de média de retorno diário, de seguida apresenta-se a 
Cimpor, com 0,0218%, aproximadamente, de retorno médio esperado. 
 
De seguida procedi da mesma forma para calcular a Variância dos retornos de cada 
ativos do portfólio na tabela 2. 
 















Zon Multimedia 0,000319018 
 
Em relação às variâncias dos retornos dos ativos, a Sonae é a que apresenta maior 
variância dos retornos diários, enquanto a Semapa é a que apresenta menor variância, o 
que significa que para investidores adversos ao risco as acções Semapa são o activo 
com menor risco, pois tem a variância menor.   
Na análise da Média-Variância da Teoria de Markowitz, para além do retorno esperado 
e da variância de cada ativo, também nos interessa saber a correlação dos retornos para 
cada par de ativos. Mas a diversificação reduz o risco, mesmo se os retornos dos ativos 
não forem negativamente correlacionados, isto é, mesmo se forem correlacionados 
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positivamente. O importante é que a correlação, mesmo sendo positiva, não seja elevada 
(considera-se elevada valores superiores a 0,5). 
Tabela 3 – Matriz das correlações entre os ativos do portfólio 
Matriz das 
Correlações 
BPI Brisa Cimpor EDP 
BPI 1 0.3811 0.3371 0.3430 
Brisa 0.3811 1 0.3910 0.3674 
Cimpor 0.3371 0.3910 1 0.3582 
EDP 0.3430 0.3674 0.3582 1 
Jerónimo Martins 0.2651 0.3099 0.3195 0.3375 
Mota Engil 0.3913 0.3542 0.4006 0.3603 
Portucel 0.3056 0.2853 0.3191 0.3346 
PT 0.2939 0.3201 0.3320 0.3800 
Semapa 0.3036 0.2774 0.3312 0.3159 
Sonae 0.3974 0.3694 0.3918 0.4074 
Sonaecom 0.3353 0.2920 0.3401 0.3617 





Mota Engil Portucel PT 
BPI 0.2651 0.3913 0.3056 0.2939 
Brisa 0.3099 0.3542 0.2853 0.3201 
Cimpor 0.3195 0.4006 0.3191 0.3320 
EDP 0.3375 0.3603 0.3346 0.3800 
Jerónimo Martins 1 0.2927 0.2556 0.2616 
Mota Engil 0.2927 1 0.3823 0.3274 
Portucel 0.2556 0.3823 1 0.2706 
PT 0.2616 0.3274 0.2706 1 
Semapa 0.2929 0.3738 0.4626 0.2878 
Sonae 0.3142 0.4178 0.3640 0.3632 
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Sonaecom 0.2502 0.3910 0.3456 0.3214 







Semapa Sonae Sonaecom Zon Multimedia 
BPI 0.3036 0.3974 0.3353 0.3397 
Brisa 0.2774 0.3694 0.2920 0.3543 
Cimpor 0.3312 0.3918 0.3401 0.3577 
EDP 0.3159 0.4074 0.3617 0.3564 
Jeronimo Martins 0.2929 0.3142 0.2502 0.2847 
Mota Engil 0.3738 0.4178 0.3910 0.3420 
Portucel 0.4626 0.3640 0.3456 0.2941 
PT 0.2878 0.3632 0.3214 0.3536 
Semapa 1 0.3429 0.3370 0.3047 
Sonae 0.3429 1 0.5073 0.4108 
Sonaecom 0.3370 0.5073 1 0.4212 
Zon Multimedia 0.3047 0.4108 0.4212 1 
 
Na tabela das correlações entre os retornos dos ativos representada acima verificamos 
que os pares de ativos (Semapa e Portucel) e (Sonae e Sonaecom) são bastante 
correlacionados, tendo em conta as restantes correlações dos ativos. É de esperar que 
com o objectivo de minimizar o risco do portfólio, não se investa simultaneamente em 






Tabela 4 – Matriz das Variâncias-Covariâncias dos ativos 
Matriz de 
Covariâncias 
BPI Brisa Cimpor EDP 
Jerónimo 
Martins 
BPI 0.0004 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Brisa 0.0001 0.0003 0.0001 0.0001 0.0001 
Cimpor 0.0001 0.0001 0.0014 0.0001 0.0001 
EDP 0.0001 0.0001 0.0001 0.0003 0.0001 
Jerónimo Martins 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0004 
Mota Engil 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Portucel 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
PT 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Semapa 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Sonae 0.0002 0.0001 0.0002 0.0001 0.0001 
Sonaecom 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Zon Multimedia 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
 
Tabela 4 – Matriz das Variâncias-Covariâncias dos ativos 
Matriz de 
Covariâncias 
Mota Engil Portucel PT Semapa Sonae Sonaecom 
Zon 
Multimedia 
BPI 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0001 0.0001 
Brisa 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Cimpor 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0001 0.0001 
EDP 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Jerónimo 
Martins 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Mota Engil 0.0004 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0001 
Portucel 0.0001 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
PT 0.0001 0.0001 0.0003 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
Semapa 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 
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Sonae 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0005 0.0002 0.0002 
Sonaecom 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0004 0.0002 
Zon 
Multimedia 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0003 
 
 
Esta tabela de covariâncias, situada acima, foi calculada com o propósito de se poder 
calcular a variância do portfólio e também os valores próprios da própria matriz. 
 
Os ativos escolhidos, como referido anteriormente, foram doze acções de empresas que 
constituem o PSI20, que é o conjunto das 20 maiores empresas cotadas na bolsa de 
valores de Lisboa.   
Para podermos analisar os retornos dos ativos que constituem o portfólio, modelei, em 
octave, as taxas de retorno diárias dos ativos. Sabendo que o dia um corresponde a 1 de 
Janeiro de 2003.  
 
 





Neste gráfico acima podemos observar as variações dos retornos de cada Activo 
pertencentes ao Portfólio. Foi necessário retirar o efeito do “stock split” que se realizou 
na Cimpor, para podermos analisar este gráfico de forma válida. Assim sendo, podemos 
identificar que os ativos do nosso Portfólio cujos retornos variam mais relativamente 
aos outros são a Jerónimo Martins, que é a linha a vermelho, e o BPI, que é a linha a 
azul, portanto a variância destes 2 retornos será maior em princípio. 
 
Figura 2 – Gráfico dos 4 Ativos com maior Variância no Portfólio 
 
 
Neste gráfico verificamos que maior parte dos “picos” do gráfico dos retornos de cada 
ativo do portfólio, isto é, das maiores variações dos retornos sucederam-se neste 4 







Figura 3 - Gráfico das Variações dos Retornos do BPI 
 
BPI: A maior variação do BPI sucedeu-se entre o dia 500 e o dia 1000. 
 
Figura 4 - Gráfico das Variações dos Retornos da Jerónimo Martins 
 
Jeronimo Martins: A maior variação sucedeu-se entre o dia 1400 e o dia 1600. 
 






























































Figura 5 - Gráfico das Variações dos Retornos da Sonae 
 
Sonae: A maior variação, que foi negativa, sucedeu-se entre o dia 500 e o dia 1000. 
 
Figura 6 - Gráfico das Variações dos Retornos da Sonaecom 
 
Sonaecom: As duas maiores variações, que foram uma positiva e a outra negativa, 
sucederam-se entre o dia 1000 e o dia 1500. 































































Um Portfólio com 12 Ativos com Risco 
Se A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L são ativos, Wa, Wb, Wc, Wd, We, Wf, Wg, Wh,Wi, 
Wj, Wk, Wl são os pesos de cada activo no portfólio, e Wa + Wb + Wc + Wd + We + Wf + 
Wg + Wh + Wi + Wj + Wk + Wl.  
Retorno Esperado: 
O retorno esperado de uma carteira é apenas uma soma ponderada dos retornos 
esperados dos títulos individuais. 
Portanto o Valor Esperado do Retorno do Portfólio dependerá se o investidor for 
averso ao risco ou a favor do risco, isto é, se o investidor se preocupa em investir com o 
mínimo risco possível e assim desse mínimo risco desejar obter o máximo retorno 
esperado, ou se se preocupa em obter um determinado retorno esperado, 
independentemente do risco possível de se ter, mas com o objectivo de para esse nível 
retorno desejado do portfólio tentar ter a variância mínima. Portanto para se poder 
calcular o retorno esperado de um portfólio, tem de se saber a variância desejada ou 
vice-versa, ou seja, para se calcular a variância de um portfólio temos de saber ou de 
definir o retorno que desejamos obter do portfólio.  
Pois o que iremos calcular ou encontrar serão os pesos óptimos que satisfarão os desejos 
(condições) do investidor. 
A seguinte fórmula apresentada representa o retorno esperado de um portfólio. 
&(4p)	= =a	&(4a) + =b	&(4b) + =c	&(4c) + =d	&(4d) + &(4e) + =f	&(4f) + =g	&(4g) +
=h	&(4h) + =i	&(4i) + =j	&(4j) + =k	&(4k) + =l	&(4l),  
Sujeito a:   ∑=i = 1. 
 
No caso de o portfólio ser constituído de forma equitativa por todos os 12 ativos, isto é 
o montante investido em cada ativo ser o igual para todos, o retorno esperado seria:   
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N(Op)	=	0,0833 * (-0,0006489) + 0,0833 * (-0,0003121) + 0,0833 * 0,000218 + 0,0833 
* 0,00017 + 0,0833 * 0,0009517 + 0,0833 * (-0,0001583) + 0,0833 * 0,0001978 + 
0,0833 * (-0,0001658) + 0,0833 *0,0002088 + 0,0833 *0,0000599 + 0,0833 * (-
0,00011) + 0,0833 *(-0,0003301)  
= 0,0000073 
     
O que significa que a taxa de retorno diária esperada é de 0,00073%.   
 
Para calcular a fronteira de eficiência da análise de média-variância, utilizei a financial 
toolbox disponível no Matlab, utilizando respectivamente os comandos apresentados em 
anexo. O gráfico da fronteira de eficiência de todos os portfólios possíveis de existirem 
com os nossos ativos está representado abaixo, onde também estão representados os 
ativos do próprio portfólio com o seu retorno esperado individual assim como o seu 
risco (desvio-padrão) individual.  
 
Figura 7 – Gráfico da Fronteira de Eficiência de Média-Variância
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A fronteira de eficiência só surge na parte positiva do retorno esperado pois não existe 
short-selling no nosso estudo, e não existindo, não teria sentido ter um portfólio com 
retorno esperado negativo. 
 
7.1 Maximizar o Retorno Esperado 
Se o investidor estiver interessado em obter o máximo de retorno esperado, 
independentemente do risco em causa, podemos verificar pelo gráfico acima da 
fronteira de eficiência até, que o ponto máximo dessa fronteira é um próprio ativo do 
nosso portfólio, que é a Jerónimo Martins. Podemos verificar pela tabela 1,dos retornos 
esperados individuais de cada ativo, que o ativo que tem maior retorno esperado e 
discrepante dos outros é a Jerónimo Martins, assim como se pode ver no gráfico acima. 
O que significa que o retorno diário esperado será de 0,0009517, ou seja, de 0,09517% 
do portfólio. O comando utilizado (anexo 8) permite-nos calcular o valor esperado do 
retorno com base na maximização do retorno do portfólio, o que significa que o 
investidor é a favor do risco no nosso portfólio. 
 
 
7.2 Variância Mínima Global do Portfólio 
A Variância do Portfólio: 
As covariâncias são mais influentes do que numa carteira só com dois ativos. Neste 
portfólio existem 144 covariâncias (12*12), sendo que doze delas são variâncias. À 
medida que adicionar mais ativos, as covariâncias tornam-se mais importantes na 
determinação da variância da carteira (diversificação). 
 
A Variância do Retorno do Portfólio é: 
     =	∑ ∑ 89=8	=9?9=1>-    
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E o Desvio-Padrão do Retorno do Portfólio é: 
 (4p) = √(4p) 
 
Como o nosso objectivo é sempre minimizar a variância do portfólio, excepto quando o 
risco já é assumido de início e temos de nesse caso maximizar o retorno esperado, 
temos primeiro de verificar se é possível calcular o mínimo da variância do portfólio, 
para isso temos de ir determinar primeiro se a matriz das variâncias-covariâncias é 
semi-definida positiva, isto é, teremos de verificar se os valores próprios desta matriz 
são todos não negativos, ou seja, se assumem o valor zero ou positivos, pois se assim 
não for, não poderemos calcular o mínimo da variância do portfólio. 
Uma matriz Hermítica, M,∗,, é designada ser semi-defenida positiva, ou por vezes 
também se designa por não-negativa, se: 
*ST	* ≥ 0, ∀	* ∈ ℝ, para a matriz real, onde *Sé a transposta de x. 
Em matemática, uma matriz Hermítica (ou auto-adjunta da matriz) é uma matriz 
quadrada com entradas complexas que é igual à sua própria transposta conjugada, isto é, 
o elemento na linha i-ésima e j-ésima coluna é igual ao complexo conjugado do 
elemento na linha j-ésima e na coluna i-ésima, para todos os i’s e j’s teremos: 
W	 =	WXYZZZ 
Utilizando a ferramenta Matlab, procedi ao cálculo da matriz das variâncias-
covariâncias que já foi apresentado acima em forma de tabela, depois calculou-se então 
os valores próprios através da mesma ferramenta de trabalho (anexo 6).  
Valores próprios da matriz de variâncias-covariâncias: 
[1 = 0.0001, [2 = 0.0002, [3 = 0.0002, [4 = 0.0002, [5 =	0.0002, [6 = 0.0002,                         
[7 = 0.0002, [8 = 0.0003, [9 = 0.0003, [10 = 0.0003, [11 = 0.0003, [12 = 0.0016                    





  =   
[0.00010.00020.00020.00020.00020.00020.00020.00030.00030.00030.00030.0016]
 
   
Devido à grandeza da fórmula da variância do portfólio não a inseri aqui (ver em anexo 
9), mas calculei-a através da ferramenta Matlab, os respectivos comandos encontram-se 
em anexo (10). O resultado obtido para variância do portfólio com uma ponderação 
equitativa dos ativos é de 0.00033174, o que significa que o risco obtido será de: 
(4p) = c(4p) = 0.0182 = 1,82% 
 
Como podemos verificar (anexo 6), todos os valores próprios da matriz são não 
negativos e portanto é possível então calcular a Variância mínima do portfólio. Como já 
sabemos, a matriz das variâncias - covariâncias dos ativos do portfólio, vamos 
determinar agora os pesos ou a preponderância de cada ativo no portfólio para que 
possamos obter assim a variância mínima. 
O nosso portfólio não é constituído por ativos sem risco, ou, por outras palavras, é um 
portfólio só com ativos com risco, o que significa que para calcularmos o portfólio de 
variância mínima global, teremos de resolver a seguinte equação: 
min	f			gh∑	g 
sujeito a: ig = i;     ∀8		g ≥ 0 (esta segunda condição significa que não existe a 





• 	gh é a transposta da matriz w,  
• ∑ é a matriz das variâncias-covariâncias, 
• g é a matriz w, que é  a matriz do peso de cada ativo no portfólio. 
Produzindo no Matlab (anexo 9), obtive o vector dos pesos dos ativos, que me permite 
assim calcular o mínimo da variância global de todos os portfólios possíveis, que foi: 
 
 















E assim a variância mínima global é 0,00013896. O que significa que o risco é: 
c0,00013896 = 0,0118 = 1,18% 
Mas após descobrirmos a variância mínima global, se formos verificar o retorno 
esperado do portfólio para este nível de variância, isto é, para esta ponderação de cada 
ativo, o retorno esperado será negativo como se apresenta abaixo:  
X’*m = - 0,0000078012, 
Onde: 
• X’ é a transposta do vector X, 
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• m é o vector dos retornos esperados individuais, isto é, de cada ativo do portfólio. 
O retorno esperado é negativo pois, como podemos verificar no gráfico acima, a 
Variância representada é só para os retornos positivos dos portfólios e não para retornos 
esperados negativos. Mas como no nosso portfólio, dos doze ativos, seis têm retornos 
esperados negativos, é possível que para se obter o mínimo risco se obtenha um retorno 
esperado negativo.  
Visto que obter retornos esperados negativos de um portfólio não faz sentido, decidi 
então retirar os ativos cujos retornos esperados são negativos e ficando assim com uma 
carteira de 6 ativos para esta parte do trabalho. 
Portanto os ativos que compõem a carteira são: a Cimpor, a EDP, a Jerónimo Martins, a 
PT, a Semapa e a Sonae. 
Procedeu-se aos mesmos cálculos e etapas para se calcular e verificar se a nova matriz 
da Variância-Covariância dos ativos era semi-definida positiva e para modelar a 
Fronteira de Eficiência da análise de Média-Variância. Como podemos verificar em 
anexo (11), os valores próprios da matriz das covariâncias são todos positivos, logo 
podemos determinar a variância mínima global e a matriz é também não singular, isto é, 




Figura 8 - Gráfico da Fronteira de Eficiência para o novo Portfólio
 
Agora, podemos determinar então qual a variância mínima global, que através da 
ferramenta Matlab foi calculada (anexo 12): 
 
Variância Mínima Global :	kh ∗ 	l ∗ k = 0,00015375  
Mínimo Risco de todos os possíveis portfólios:  c0,00015375	 = 0,0124 = 1,24% 
O retorno diário esperado do portfólio, (ver em anexo 12), para a variância mínima 
global, isto é, para o mínimo risco possível existente é: 
kh ∗ mno = 0,0002471 = 0,02471%  
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7 Índice de Sharpe 
 
A fronteira de eficiência é encontrada através da minimização do risco do portfólio () 
ajustando = sujeito à restrição de  ser fixo; consequentemente tais portfólios 
fornecem os melhores  para o mínimo risco [Mar91a]. Adicionalmente pode ser 
mostrado que a fronteira de eficiência segue uma relação concava entre  e . Isto 
reflecte a ideia da concavidade da utilidade esperada ir aumentando com o risco. A 
maior parte dos gestores de portfólios utiliza ou baseia-se na ferramenta TMP para 
optimizar a selecção do portfólio [Rub02].  
Suponhamos que um investidor tem outras preferências do que ter o mínimo possível de 
risco e, assim, investir na carteira de variância mínima. Um exemplo de outra 
preferência é investir na carteira com o máximo índice de Sharpe. 
 
7.1 Carteira de tangência de Ativos sem risco 
Baseado então na medição do risco do portfólio da TPM (Teoria do Portfólio de 
Markowitz), Sharpe inventou o rácio de Sharpe S:  
     p = −3q    , 
onde Rf é a taxa isenta de risco do retorno. O rácio de Sharpe pode ser interpretado 
como o excesso de retorno acima da taxa isenta de risco por unidade de risco, onde o 
risco é medido pela TPM (siglas: Teoria de Portfólio de Markowitz). O índice de 
Sharpe fornece-nos uma medida de risco do portfólio em termos de determinação da 
qualidade do retorno da carteira num determinado nível de risco. 
Com a existência da taxa livre de Risco dos Retornos20: 
43 
 
O rácio de Sharpe é a razão entre a diferença entre a média dos retornos da carteira, e a 
taxa de risco-livre dividido pelo desvio padrão dos retornos da carteira. Este método 
maximiza o índice de Sharpe entre carteiras na fronteira eficiente. 
 
O quociente de Sharpe diz- nos se os retornos de uma carteira são devido a decisões de 
investimento inteligentes ou resultado de excesso de risco. Esta medida é muito útil 
porque, apesar de uma carteira ou fundo poder obter retornos mais elevados do que os 
seus pares, é apenas um bom investimento se esses rendimentos mais elevados não vêm 
com muito risco adicional. Quanto maior o rácio ou índice de Sharpe num portfólio, 
melhor o seu desempenho, ajustado pelo risco. Um rácio de Sharpe negativo indica que 
um ativo sem risco teria um melhor desempenho do que o título que está a ser avaliado 
em causa. 
 
Para calcularmos o índice de Sharpe temos de inserir a taxa isenta de risco a cada 
retorno diário de cada ativo, para isso fui ao portal do Instituto de Tesouraria e do 
Crédito Público, I.P. e fui buscar a taxa de juro média anual dos bilhetes de tesouro, e 
adaptar aos nossos dados que são diários. Assim, a taxa isenta de risco diária, que é 
igual para todos os ativos, é de 0,0376349%, isto é, é 0,000376349. 
 
Portanto após sabermos esta taxa, subtraiu-se esta mesma a todos os retornos diários de 
todos os ativos da nossa carteira, para assim podermos calcular o índice de Sharpe com 
base numa carteira com ativos de risco livre. 
 
O investidor é averso ao risco, por isso escolhi o nível 4 de aversidade ao risco, entre os 
coefiecientes de 2 até 4, escolhi o máximo de aversidade ao risco. Através da financial 






Figura 9 – Gráfico da Alocação Ótima de Capital 
 
Portanto verificamos que o portfólio óptimo de risco se situa entre o nível 0,01 e 0,015 
de risco e entre 0,08 e 0,001 de retorno esperado. Utilizando os comandos apropriados 
no Matlab, fomos determinar o retorno esperado e o risco do portfólio óptimo de risco, 
que eram respectivamente 0,00092749 de retorno esperado (0,09% aproximadamente) e 
0,0133. 
O máximo índice de Sharpe é então 0,0414, o que significa que o excesso de retorno 
acima da taxa isenta de risco por unidade de risco é 0,0414, para um investidor averso 
ao risco. 
 
7.2 Carteira de tangência com Ativos com Risco 
O rácio de Sharpe é de definido como a relação risco- retorno, de modo que numa 
carteira de ativos com Risco: 
Rácio de Sharpe = 	éstsuvwxtsyãx 
























Portfólio Ótimo de Risco
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Este rácio representa o retorno esperado por unidade de risco, de modo que a carteira 
com o máximo índice de Sharpe dá o maior retorno esperado por unidade de risco, e é, 
portanto, a carteira mais "risco-eficiente", isto é, com base num determinado nível de 
risco é a mais eficiente. 
Graficamente, a carteira com o máximo índice de Sharpe é o ponto onde uma linha reta 
que passa no ponto origem (0, 0) é tangente à fronteira eficiente, no espaço média-
desvio-padrão, porque este ponto tem a propriedade que é ter o rácio média-desvio-
padrão mais alto possível. É por isso que nós chamamos a esta carteira de Portfólio de 
Tangência.  
Portanto, com a nossa ferramenta, determinamos o gráfico da alocação ótima de capital 
mas desta vez para uma carteira de ativos com risco, ou seja, que não estão isentos de 
risco (ver anexo 14). 
 
Figura 10 – Gráfico da Alocação Ótima de Capital numa Carteira de Ativos com 
Risco 
 
No gráfico acima podemos verificar que o portfólio ótimo de risco tem um risco de 
0,0194 e um retorno esperado de 0,00092813. Este ponto é o ponto óptimo, isto é, é o 
portfólio óptimo, onde um ponto da fronteira de eficiência é tangente à reta de 
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tangência, que indica-nos os portfólios possíveis eficientes. Este rácio, indica-nos o 
retorno e o risco do portfólio óptimo, cujo rácio é o índice de Sharpe, que é  
,{|}
,{~	 =	0,0478418.  
 
Uma variante da razão é o índice de Sharpe Sortino [SP94], em que nós substituímos o 
denominador pelo desvio padrão dos retornos da carteira abaixo . Este rácio executa 
essencialmente a mesma medida que o índice de Sharpe mas não penalisa o 
desempenho da carteira para os retornos acima de . 
 
7.3 Modelo de Preços do Capital de Ativos (CAPM) 
Nos anos 60, a Teoria da Carteira de Markowitz não era praticável 
computacionalmente, exigiu o cálculo das covariâncias para todos os ativos onde N ≥ 
100. Isto motivou outra técnica de medida de risco por Sharpe designdada por CAPM, 
que foi baseada no modelo de risco MPT: 
 = 3 + 
(	 − 3), 

 =    
Onde, 
▪  é o retorno esperado do portfólio; 
▪ Rf é a taxa isenta de risco do retorno; 
▪ 	 é o retorno esperado do mercado; 
▪ 
 é conhecido como o coeficiente beta para o activo i; 
▪ 	 é a covariância do activo i e do mercado; 




 mede a sensitividade dos retornos do ativo i em relação ao mercado; um valor 
elevado de 
	implica que os retornos do ativo i aumentem com o mercado. No modelo 
CAPM, o termo (	 − 3) é o prémio de risco de mercado, que é o retorno atribuído 
acima da taxa livre de risco para o investimento num ativo de risco.  
Assumindo que:  
▪ o mercado é constituído só pelos 12 ativos que constituem o nosso portfólio, isto é  
 = 3 + 
(	 − 3), 
A teoria CAPM indica que todos os investidores de diferente aversão ao risco fariam 
tudo para manter a mesma carteira. Assim, a teoria CAPM essencialmente sugere que os 
investidores fariam um fundo rastreador e incentivavam o desenvolvimento de fundos 
de índice. Os fundos de índice têm sido iniciados por gestores de investimentos, tais 
como John Bogle [Bog93] (por exemplo: Fundo de Índice Vanguard 500). 
A teoria CAPM deu aos gestores de fundos de carteira o primeiro benchmark "padrão" 
desempenho da carteira, medindo contra um índice de desempenho.  
Finalmente, uma outra medida de rácio de portfólio menos conhecida é a relação 
Treynor [Hüb05] : 
 = 	−	3q
  
Semelhante ao índice de Sharpe, o índice de Treynor também pode ser interpretado 
como a "qualidade" do retorno da carteira acima de Rf por unidade de risco, mas com o 













8 Valor em Risco (VaR) 
 
Já existiram vários e grandes perdas causadas pelos negócios nos mercados de capitais 
que avivaram a necessidade de quantificar e controlar a exposição das carteiras aos 
riscos de mercado. Esta nova ferramenta de cálculo de exposição de carteiras aos riscos 
de mercado começou a desenvolver-se e a expandir-se rapidamente pelas instituições do 
mundo inteiro: o value at risk (VaR). 
O objectivo desta parte do trabalho é mostrar a utilidade do VaR na avaliação do risco 
das carteiras.  
O VaR é uma medida estatística que permite medir o risco inerente a cada carteira. 
Outras medidas estatísticas como o índice de Treynor ou o índice de Sharpe permitem 
hierarquizar carteiras de títulos em função das variáveis rendibilidade e risco, 
permitindo ao investidor estabelecer preferências entre carteiras. No entanto estas 
medidas não são suficientemente robustas para determinar o risco absoluto de cada 
carteira. 
A definição de VaR de uma carteira pode ser apresentada como uma estimativa, com um 
determinado nível de confiança estatística, para a perda potencial máxima em dinheiro 




A medição do VaR numa carteira indica um desafio teórico e computacional, pois é 
difícil de modelar a evolução ao longo do tempo de uma carteira contendo vários ativos 
[MR05], [Hul00]. Daí a implementação do VaR ser de particular interesse para os 
investigadores e académicos. 
A próxima era da medição de risco após MPT pode ser atribuída à introdução do Valor 
em Risco (VaR). Pois representou uma mudança significativa na direção da medição de 
risco devido às seguintes razões: 
• em primeiro lugar, o VaR iniciou uma mudança focando-se no uso de medidas de risco 
para a gestão de risco no contexto da indústria. Em 1994, o JP Morgan criou a medida 
de risco VaR, aparentemente para medir o risco através de toda a instituição sob uma 
medida de risco holística, isto é, geral [Dow02]. Medidas de risco anteriores não se 
concentram em tal abordagem holística de medição de risco ou de gestão. 
• em segundo lugar, o Comité de Basileia de Supervisão Bancária, que harmoniza os 
regulamentos bancários e práticas internacionais, estipulou um requisito de capital de 
risco de mercado baseado no VaR em 1995. Este fator foi posteriormente despertado 
interesse em VaR e VaR medidas conexas, bem como tornar-se uma medida de risco 
populares [DSZ04].  
• por fim, as medidas anteriores focaram-se em explicar o retorno de um ativo baseado 
em algum modelo teórico do risco e a relação com o retorno, por exemplo o CAPM. Por 
outro lado, VaR mudou o foco para a medição/mensuramento e quantificação do risco 
em si mesmo e em termos de perdas (em vez do retorno esperado).  
O propósito do VaR é simplesmente resolver a questão de quanto se poderá perder, com 
uma dada probabilidade acumulada (), para um dado horizonte de tempo (T). O Valor 
em Risco, VaR, é portanto definido como [Sze05]: 
(() ≤ 7W3) = , 
Onde, 
• F(.) é a probabilidade acumuluda da função distribuição; 
• Z(T) é a perda. A perda Z(t) é definida por 
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Z(t) = (0) − () 
onde S(t) é o preço da acção no momento t; 
•  é a probabilidade acumulada associada com valor de limite VaR, sobre a distribuição 
de perda Z(t). 
Para dar um exemplo do VaR, uma carteira pode ter um Valor de Risco (VaR) de € 
10.000.000, por um dia, com uma probabilidade acumulada de 90%. Isto significa que a 
carteira pode esperar uma perda máxima de € 10.000.000, durante um dia, com uma 
probabilidade de 90% acumulada. Uma interpretação alternativa seria que a perda da 
carteira poderia ultrapassar € 10.000.000, num dia, com uma probabilidade acumulada 
de 10%, isto é, de 100-90 = 10%. Tipicamente , a probabilidade acumulada, é 
escolhida ser de 0.90, 0.95 ou 0.99. 
 
9.1 Implementação do Valor em Risco (“VaR”) 
 
Os quatro principais métodos de medição do VaR são [Dow02]: 
▪ Simulação Histórica do VaR: utilizando um conjunto de dados históricos nós 
obtemos uma distribuição de probabilidade empírica de perdas para a carteira. Pode-se, 
então, determinar o VaR apropriado extraindo-o do quantil associado.  
 
▪ Aproximação Paramétrica do VaR: 
A abordagem paramétrica requer uma solução analítica para a determinação do VaR 
para qualquer probabilidade acumulada. Infelizmente nem todas as distribuições têm 
soluções, no entanto pode-se aplicar a Teoria do Valor Extremo (pico acima do limite e 
distribuições generalizadas de valores extremos) para estimar o VaR. 
 
▪ Simulação de Monte Carlo do VaR 
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Simulação de Monte Carlo é um método genérico de simular um processo aleatório (por 
exemplo: uma equação diferencial estocástica), representando os ativos ou a própria 
carteira/portfólio. Consequentemente, após simulações suficientes podemos obter uma 
distribuição da perda e, portanto, extrair o VaR para diferentes probabilidades como é 
feito para a simulação histórica. Pode-se melhorar a simulação de Monte Carlo através 
de diversas técnicas computacionais [Gla04] tais como uma amostragem importante, a 
amostragem estratificada e amostragem antitética. 
 
▪ Método da Variância-Covariância VaR (também conhecido como o Método 
Delta-Normal) 
Segundo o método da variância-covariância, nós modelamos a distribuição da perda da 
carteira fazendo dois pressupostos:  
− a carteira é linear, isto é, a mudança no preço da carteira, V(t), é linearmente 





A nossa carteira é linear pois não contém derivados. Na prática, alguns modeladores 
assumem que portfólios/carteiras não lineares são lineares para poder ser tratável 
analiticamente [RU00]. 
− Os ativos constituintes têm uma distribuição conjunta de retorno Normal (joint 
Normal return distribution), o que implica que os retornos da carteira são distribuídos 
pela distribuição Normal. É interessante notar que a soma de funções normalmente 
distribuídas não é sempre estritamente normal, a propriedade específica da Normalidade 
conjunta no entanto garante que o retorno da carteira é Normal. Daí o pressuposto da 
carteira linear por si só não poder garantir que o retorno da carteira é Normal. 
 
Indicados os dois pressupostos é nos permitido descrever a perda da nossa carteira 
utilizando uma distribuição Normal, para o qual numerosas equações analíticas e 
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métodos de distribuição de montagem existem. Portanto, o cálculo do VaR será 
realizado pela simulação Histórica e pelo método da Variância-Covariância (também 
designado pelo método Delta-Normal). 
Pressupostos assumidos: 
• Para avaliarmos o risco de mercado da nossa carteira, iremos utilizar sempre um nível 
de confiança de 95%; 
• Em todas as situações, o investidor tem o montante de 100 000 euros para poder 
investir numa carteira, cujo peso percentual de cada ativo é definido no início de cada 
situação; 
• Baseamo-nos no índice de Sharpe para os pesos dos ativos em cada carteira.  
 
 
9.2 Pela simulação Histórica: 
 
Este método permite-nos estimar o VaR para carteiras simples, mas quando é aplicado a 
carteiras mais complexas que incluam instrumentos não lineares, como as opções, pode 
produzir resultados enviesados pelo que é aconselhável a utilização de outros métodos. 
Como os instrumentos da nossa carteira são lineares (ações), podemos utilizar a 
simulação histórica então como um dos métodos para determinar o VaR. 
Consideremos que um investidor que detém uma carteira de títulos constituída por 7598 
ações da empresa Jerónimo Martins, 1229 ações da empresa Portucel e 105 ações da 
empresa Semapa. Vamos avaliar o risco de mercado desta carteira (seguindo 2 passos) 
no final do dia 31 de Dezembro de 2011, mediante o cálculo do VaR a um dia com um 





Tabela 5 – Portfólio para se avaliar em 31 de Dezembro de 2011 
Ativos 











7598 96870,000 96,87 
Portucel 2,05 1229 2520,000 2,52 
Semapa 5,800 105 610,000 0,61 
Carteira 100000,000 100,00 
 
1 – Cálculo da rendibilidade da carteira: 






de Um Dia 
Em 
Percentagem 
31-12-2011 - - - - - 
30-12-2011 -0,0015625 0 -0,0018605 -0,001514729 -0,15147% 
29-12-2011 -0,000780336 0,01092907 -0,0074074 -0,000485017 -0,04850% 
28-12-2011 0,014140063 0,00550966 -0,0110093 0,013829606 1,38296% 
…….           
 
A rendibilidade diária da carteira calculou-se somando as rendibilidades diárias de cada 
activo1 ponderadas pelo respectivo peso. Por exemplo, para o dia 30/12/2011 vem, 
= 96,87%*(-0,0015625)+2,52%*(0)+0,061%*(-0,0018605) 
 
2 – Construção da distribuição empírica e cálculo do VaR 
Para a nossa amostra constituída por 2333 observações2, construiu-se a distribuição 
empírica da rendibilidade (em percentagem) diários da carteira. 
                                                 
1




Percentil de 5% -0,026537367 
 
O percentil correspondente a 5% dá-nos a rendibilidade mínima esperada da carteira 




2 a) – Construção da distribuição empírica e cálculo do VaR 
Para uma amostra de 2332 observações construiu-se a distribuição empírica das 
rendibilidades diárias da carteira. 
 
Figura 11 – Gráfico da frequência das rendibilidades diárias da carteira 
 
O VaR a 1 dia com 95% de confiança pode finalmente obter-se através da expressão, 
VaR = VM * (exp(-2,65%) – 1) = - 2 615 €, 
                                                 
2
 Para obter este valor no Excel pode utilizar-se a função PERCENTIL(“array”;0.05) em que “array” 

















em que VM representa o valor de mercado da carteira. 
 
Verificamos assim que, com um nível de confiança de 95%, a perda máxima diária que 
o detentor da carteira pode esperar, caso se mantenha o comportamento passado dos 
preços, é de 2 650 €, isto é, apenas em 5 dias, para cada 100, a perda deverá ser superior 
a 2 650 €. 
Este método tem a vantagem de revelar com precisão o comportamento passado dos 
preços e não assume necessariamente que as rendibilidades seguem uma distribuição 
normal, contudo a adoção da hipótese da normalidade produz resultados que não 
deverão diferir muito dos anteriores uma vez que a distribuição empírica do gráfico 
representado acima assemelha-se com uma distribuição normal. 
 
Para calcular o VaR, mas com base na distribuição normal, deverá-se construir a 
distribuição teórica e efectuar o cálculo do VaR. 
2 b) - Construção da distribuição teórica e cálculo do VaR: 
Na amostra das rendibilidades diárias estimamos a média e o desvio-padrão para a 
distribuição normal. A nossa amostra permitiu estimar uma média de 0,0927%, 
aproximadamente, e um desvio-padrão de 8,79%, aproximadamente também. 









Tal como se procedeu no passo 2 a), é necessário calcular agora o valor correspondente 
ao percentil 5%4, que é -3,1%, aproximadamente, em relação à distribuição teórica, para 
que seja possível efetuar o cálculo do VaR. 
 
O VaR será dado por, 
VaR = 100 000 * (exp( -3,1%) – 1) = - 3 052,44 €. 
 
 
9.3 Pela simulação de Monte Carlo: 
 
O método da simulação de Monte Carlo permite também avaliar carteiras complexas. É 
um método numérico que pode exigir recursos computacionais bastante elevados para 
calcular o VaR de uma carteira complexa com uma precisão razoável. Este é um método 
muito utilizado na valorização de instrumentos derivados complexos e consiste, 
essencialmente, na simulação de vários cenários ao longo do horizonte temporal 
requerido, permitindo assim avaliar o instrumento no final do prazo desejado. 
 
 
9.4 Pelo método da Variância-Covariância: 
 
O método da variância-covariância é também conhecido por outras designações como 
método analítico, método delta-normal, VaR na forma fechada, método paramétrico ou 
método linear. A metodologia Riskmetrics originalmente introduzida pela JP Morgan é 
baseada neste método, tal como diversos softwares disponíveis no mercado. As 
                                                 
4
 O valor correspondente ao percentil 5% da distribuição nornal pode obter-se através da função 
INV.NORM(0.05;µ;σ), no programa Excel, em que µ e σ representam, respectivamente, a média e o 
desvio-padrão da distribuição. 
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principais hipóteses do método baseiam-se na assunção de que as rendibilidades seguem 
uma distribuição normal e que os factores de risco (i.e., as variáveis do mercado cujas 
variações influenciam o valor da carteira, como as taxas de juro, taxas de câmbio, 
preços de acções, índices de acções ou preços de obrigações de cupão zero) influenciam 
de forma linear a rendibilidade da carteira. Com estas duas hipóteses o VaR pode ser 
calculado directamente a partir das volatilidades e das correlações entre os factores de 
risco.  
Este método permite estimar o VaR para carteiras simples, mas quando aplicado a 
carteiras mais complexas que incluam instrumentos não lineares, como as opções, pode 





Cálculo pelo método analítico: 
O cálculo do VaR por este método é compatível com a teoria da carteira de Markowitz. 
Para aplicar este método temos de decompor os ativos mais complexos que constituem a 
carteira em primitive securities, isto é, em instrumentos elementares de tratamento 
simples como acções, índices de acções, obrigações de cupão zero, entre outros. Como 
não temos ativos mais complexos, não temos de fazer nenhuma decomposição. A 
carteira a ser utilizada é a mesma que no método anterior do cálculo do VaR. 
Para a carteira decomposta obtém-se a matriz de variância-covariância histórica que 
permite efectuar o cálculo do VaR [Jor]. 
No método analítico o VaR da carteira é dado por, 
VaR = VM * DP * N(p) * n1/2, 
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em que VM é o valor de mercado da carteira, DP o desvio-padrão da carteira, N(p) o 
percentil da função de distribuição normal standardizada para o nível de probabilidade 
p e n é o horizonte temporal em dias de detenção da carteira. 
No nosso exemplo o VaR a um dia para um nível de confiança de 95% é dado por, 
VaR = 100 000 * DP * 1.645 * 11/2 . 
O desvio-padrão da carteira, para n factores de risco, que no nosso caso são 3 fatores, é 
dado pela expressão,  
Desvio-Padrão = [ki	 k k] *	[, 				 ,  , ,  , i , i,  , i , ]  
* 
[kikk] 
Em que wi é o peso do ativo i na carteira e a matriz quadrada e simétrica dos sigmas 
representa as variâncias e covariâncias entre os ativos. No nosso exemplo o desvio-
padrão da carteira é dado por, 
 − ã = Variância do Portfólio = X’* C * X   
= [0.9687; 0.0252; 0.0061] * 
	[, 				 ,  , ,  , i , i,  , i , ] *  = 
0,000378 
Desvio-Padrão = 0,0194 
Onde X’ é a transposta da matriz X e C é a matriz das Variâncias-Covariâncias, 
O valor encontrado para o desvio-padrão da carteira permite finalmente calcular o VaR 
da mesma, 
VaR = 100 000 * 0,0194 * 1,645 = 3191,3 € 
59 
 
VaR = 3191,3 €. 
O efeito de diversificação do risco, presente na teoria da carteira de Markowitz também 
se verifica no método analítico. Com efeito, se calcularmos o VaR para cada ativo 
individualmente verificamos que o VaR da carteira é inferior à soma dos VaR 
individuais, 
VaR JM = VaR JM =  96 870 * 0,0003976^(1/2) * 1,645 = 3177,4 € 
VaR Port = 2 520 * 0,0002193^(1/2) * 1,645 = 61,3883 € 
VaR Sem = 610 * , ^(1/2) * 1,645 = 15,4283 € 
 
VaR JM + VaR Port + VaR Sem = 3177,4 € + 61,3883 € + 15,4283 € = 3254,2166 € 
VaR do Portfólio = 3191,3 €. 
 
Logo:  
VaR (JM+Port+Sem) < VaR JM + VaR Port + VaR Sem 
 Pelos resultados obtidos acima podemos concluir que é muito mais arriscado investir 
em acções da JM do que em acções das outras duas empresas pertencentes ao nosso 
portfólio, a Port e a Sem.  
E enquanto a perda máxima esperada diária da carteira composta apenas por acções da 
JM é cerca de 3,28% (=i,) do valor da carteira, no caso da carteira ser composta 
unicamente por acções da empresa Port essa perda diária potencial não ultrapassa os 
2,44%, isto é, (=i, ), e no caso da carteira ser composta só por acções da Sem a 
perda diária estimada não ultrapassaria os 2,5% (= i,i ).  
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Um exercício muito útil de fazer será averiguar qual é a contribuição do risco de cada 
activo para o risco total da carteira (ao qual o activo pertence). Deste modo, o gestor da 
carteira poderá controlar o risco total da mesma, podendo reconstituí-la caso o risco 
global da carteia ultrapasse os limites de exposição por si desejados. Isto leva-nos ao 
conceito de VaR Incremental (IVaR). 
 
Pode-se demonstrar que no método analítico se verifica a seguinte igualdade, 
IVaRi = VaR * wiβi , 
 
Em que, IVaRi é o VaR incremental do activo i, VaR é o value at risk da carteira, wi é o 
elemento i do vector w que representa o valor de mercado dos ativos pertencentes à 
carteira, e βi é o elemento i do vector β das sensibilidades ao risco, com β = Σw (wTΣ 
w)-1, sendo Σ a 
matriz das variâncias e covariâncias dos fatores de risco. 
 
Vamos calcular de seguida o vector das sensibilidades ao risco para a nossa carteira, 
para tal utilizamos o Matlab para procedermos às operações de matrizes (ver anexo 16): 
 
Σ g = ,  ,  , ,  , i , i,  , i ,  *




gT Σ g = [96870 2520 610] * ,  ,  , ,  , i , i,  , i ,  
*968702520610  = 
gT Σ g = 3780000 
 
  = 38,767,939,11  ∗ 3780000




O cálculo do VaR incremental para cada um dos ativos da carteira é indicado pelas 
expressões seguintes: 
 
IVaR JM = 3191,3 * 96 870 * 0,00001025 = 3168,7 €, 
IVaR Port = 3191,3 * 2 520 * 0.0000021 = 16,9 €, 
IVaR Sem = 3191,3 * 610 * 0,00000241 = 4,7 €. 
 
IVaR JM + IVaR Port + IVaR Sem ≅ VaR (JM+Port+Sem)  
 
 3168,7 € + 16,9 € + 4,7 € = 3190,3 € 
 
Verificamos então que é a posição em acções da empresa JM que contribui com a maior 
parte 
para o risco global da carteira. Com efeito, 96,87% do risco da carteira é devido à 
posição na JM, enquanto a empresa Port apenas contribui com 0,53% e a empresa Sem 
contribui com 0,15%. 
O resultado proveniente de VaR * βi também fornece informações interessantes: 
 
JM: 3191,3 * 0,000001025 = 0,0327 
Port: 3191,3 * 0,0000021 = 0,0067 
Sem: 3191,3 * 0, 00000241 = 0,00769 
 
Em termos aproximados, por cada euro que se invista a mais na JM, o VaR da carteira 
aumenta 0,0327 euros, por sua vez, por cada euro que se invista a mais na Port o VaR 
da carteira aumenta 0,0067 euros, e por cada euro que se invista a mais na Sem, o VaR 








9 Medidas de Risco Coerentes 
Um marco significativo na mensuração do risco foi alcançado quando Artzner et al. 
[ADEH97] propôs primeiro os axiomas de medição de risco, medidas de risco que 
obedeciam a tais axiomas, foram chamadas de medidas de risco coerentes. Os axiomas 
de coerência tinham implicações de longo alcance, uma vez que não era mais possível 
arbitrariamente atribuir uma função de medição de risco, a menos que obedecessem a 
esses axiomas, consequentemente o VaR deixou de ser considerado uma medida de 
risco adequada. Além da mensuração do risco de um portfólio, um ponto importante é a 
otimização de portfólios, ou seja, encontrar a carteira que, dado o conjunto inicial de 
ativos, apresente o menor risco possível. 
Agora vamos definir uma medida de risco coerente ¢(. ). Sejam X e Y a perda futura de 
duas carteiras, em seguida, uma medida de risco ¢ é coerente se aderir aos quatro 
axiomas seguintes:  
1. O risco é monótono: se 	 ≤ £	então ¢() ≤ ¢(£); 
2. O risco é homogéneo: ¢([) = 	[¢()		for	[ > 0;  
3. A invariância da versão sem risco:	¢( + §) = ¢() − §, onde § é um título 
(“riskless bond”) sem risco;  
4. O risco é sub-aditivo: ¢( + £) ≤ ¢() + ¢(£). 
O axioma de monoticidade diz-nos que nós associamos os maiores riscos com as 
maiores perdas. O axioma da homogeneidade garante que não podemos aumentar ou 
diminuir o risco, investindo em diferentes quantidades nas mesmas ações, ou seja, o 
risco decorre da própria ação e não é uma função da quantidade comprada. 
O axioma da invariância da versão pode ser explicado pelo fato de que o investimento 
num título sem risco não tem qualquer perda com probabilidade 1. Por isso, devemos 
sempre receber o montante inicial investido. O investimento inicial é subtraído porque 




10 Limitações do modelo e Sugestões 
 
A teoria da Carteira de Markowitz é construída sobre a suposição de que os retornos 
seguem uma distribuição Gaussiana normal (Markowitz 1952). Sabe-se, no entanto, que 
os retornos reais medidos no mercado não seguem essas distribuições modelo (AAS 
2004, Nawroth / Peinke 2007). Os retornos podem ser calculados utilizando diferentes 
fórmulas. As mais normalmente utilizadas são o retorno do rácio aritmético e o retorno 
do logaritmo do rácio. Ambas as medidas têm a desvantagem de um intervalo 
assimétrico e não limitado. Mostra-se que esta medida conduz a um modelo simples 
mas muito precisa do real retornos observados. A abordagem é testada numa amostra de 
dados de preços de ações diárias. 
Embora a teoria da média~variância seja sólida e a sua aplicação tenha melhorado o 
processo de gestão de portfólios, é difícil usá-lo apropriadamente. 
Aceitar os resultados da teoria da média~variância pode resultar em portfólios que são 
instáveis e contraditórios. O modelo de Markowitz tem algumas limitações como:   
- o efeito da estimação do erro, pois a estimação do erro pode causar que um portfólio 
eficiente pareça ineficiente. Uma aproximação para limitar o impato da estimação do 
erro é utilizar optimização com restrições; 
- soluções instáveis, sucede-se quando pequenas mudanças nos valores de entrada (os 
argumentos) podem resultar em largas mudanças no contexto do portfólio. 
 
Algumas sugestões para estas limitações são as medidas de risco de não variância, isto 
é, a semi-variância ou o semi-desvio-padrão dos retornos. Nesta medida de risco só os 
retornos abaixo da média são considerados na estimação da variabilidade porque a 
variância dos retornos acima da média não são considerados risco pelos investidores.  
Outras sugestões são a optimização da função utilidade e um planeamento financeiro 





Nenhum sistema de investimento é perfeito, é possível perder dinheiro, assim como 
ganhar dinheiro negociando as tendências do mercado monetário.  
Após terminarmos o estudo do portfólio constituído pelos 12 ativos, verificamos que 
apesar de diversificarmos o investimento no portfólio temos de ter em atenção o retorno 
esperado de cada ativo, pois um portfólio com ativos ou algum ativo que tenha retorno 
esperado negativo, então é melhor nem fazer parte do portfólio, isto é, o investimento 
será nulo nesse(s) ativo(s).  
Portanto um dos aspectos a melhorar, será no futuro estudar os dados individualmente, e 
se tiverem retornos esperados negativos, então não incluí-los no portfólio, pois isso só 
irá trazer resultados negativos nas simulações ou cálculos, quando seria de esperar que 
fosse positivo. 
Um investidor que arrisque, investiria maior parte do seu investimento do portfólio nas 
acções da JM, pois esta mesma encontra-se situada sobre a fronteira de eficiência e é o 
ativo que tem maior retorno esperado, sendo que este último fator não é o mais 
importante. 
Nem tudo é previsível, e os mercados financeiros jamais os serão. 
 
Em relação ao VaR, verificamos que a ponderação atribuída aos ativos e a sua selecção 
com base nos resultados do índice de Sharpe, o portfólio de tangência, foi bem 
escolhida tendo em conta depois os resultados encontrados do valor em risco (VaR). 
Um dos “caminhos” possíveis para se poder prosseguir com este estudo é aprofundar as 
medidas coerentes de risco, que tem as 4 características inerentes, no nosso portfólio de 
12 ativos, sendo que poderíamos transformá-lo para 6 ativos que são os que tem retorno 
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Nos anexos 1, 2, 3 e 4 encontramos os comunicados de imprensa relativos ao PSI-20 e a 
sua constituição em Agosto de 2012.  
No anexo 5 está o gráfico produzido em Octave com os dados iniciais, sem ter ajustado 
antes o efeito do stock split da Cimpor, e onde verificamos a discrepância do retorno no 
dia do stock split, no gráfico das variações dos retornos diários.  
Nos anexos seguintes encontram-se os comandos utilizados nas ferramentas de trabalho 
que utilizamos para calcular ou determinar valores, tabelas e também gráficos. 
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Anexo 1 – Exclusão da Cimpor da Bolsa 
 
Bolsa - Cimpor sai do PSI 20 já na sexta-feira 
Económico         20/06/12 
17:08 
 
Os resultados da OPA ditaram a exclusão da Cimpor do PSI 20 já no dia 22 de 
Junho. Índice ficará reduzido a 19 cotadas até Setembro. 
No documento hoje divulgado com os resultados finais da operação lê-se que "o index 
compiler (NYSE Euronext) decidiu excluir as acções da Cimpor do PSI 20 com efeitos 
no dia 22 de Junho de 2012 inclusive" e que "a Cimpor não será substituída no índice 
até à próxima revisão intercalar em Setembro". 
Até lá a Cimpor pode mesmo ser retirada de bolsa, dado que a Camargo conseguiu ficar 
com 95% do capital e, aquando do lançamento da oferta, tinha avisado que, se ficasse 
com mais de 90%, faria uso do mecanismo de aquisição potestativa, podendo requerer 
de seguida a perda de qualidade de sociedade aberta. 
Na sessão de hoje as acções da Cimpor perderam 3,54% para 5,44 euros, evolução que 
espelha, segundo traders, a perda de interesse pelo título dada a expectativa agora 





Anexo 2 –PSI 20 encolhe para 18  
 
Económico com Lusa          
 13/08/12 10:18 
O principal índice da bolsa portuguesa, o PSI 20, estará a partir de hoje e até meados de 
setembro reduzido a 18 cotadas, depois de a Euronext Lisboa ter excluído a Brisa e a 
Cimpor. 
A concessionária de auto-estradas Brisa realizou a sua última sessão em bolsa integrada 
no PSI 20, na sexta-feira, após concluída a Oferta Pública de Aquisição (OPA) lançada 
pela José de Mello e fundo Arcus. 
Na sessão especial de bolsa para apurar os resultados da OPA, a comissão gestora do 
índice PSI-20 decidiu excluir a Brisa, acompanhando a Cimpor, que tinha sido 
removida do índice na sequência da OPA lançada pelos brasileiros da Camargo Corrêa, 
em Junho. 
No comunicado em que anunciou os resultados da oferta, a NYSE Euronext adiantou 
que "a Brisa não será sustituída no índice até à próxima revisão intercalar de Setembro". 
O Banif e a Novabase são os apontados para subir ao principal índice da bolsa lisboeta, 
tendo fechado na sexta-feira a valorizar 7,69% e 7,22%, respetivamente. 
O principal índice da bolsa portuguesa já desvalorizou 13,7% entre 2 de Janeiro e 10 de 
Agosto, sendo que o valor máximo foi atingido a 3 de Janeiro, com 5.700,94 pontos 
contra o valor mais baixo de 13 de Junho, quando fechou a 4.408,73 pontos. 
PSI 20 quer dizer 'Portuguese Stock Index' e é o principal índice da Euronext Lisboa, 
sendo composto pelas ações das vinte maiores empresas cotadas na bolsa e refletindo a 
evolução dos preços dessas acções, que são as de maior liquidez entre as negociadas no 
mercado português. O valor base do PSI 20 remonta a 31 de Dezembro de 1992 e partiu 
nos 3.000 pontos, sendo que, na sexta-feira, fechou nos 4.843,98 pontos. 
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O PSI 20 foi lançado com uma dupla finalidade: servir de indicador da evolução do 






Anexo 3 – Stock Split da Cimpor 
Stock Split da Cimpor  
Cimpor – Cimentos de Portugal, SGPS, S.A.   25 de Março de 2003 
Nos termos e para os efeitos do disposto na alínea c) do número 2 do artigo 2.º do 
Regulamento da CMVM n.º 11/2000, de 23 de Fevereiro e, em conformidade com a 
deliberação tomada na Assembleia Geral de Accionistas de 31 de Janeiro de 2003, a 
qual foi exarada por escritura pública e registada, em definitivo, na competente 
Conservatória do Registo Comercial de Lisboa, informa-se que se irá proceder, junto da 
Central de Valores Mobiliários, a uma operação de alteração do valor nominal da 
totalidade das acções representativas do capital social da CIMPOR – Cimentos de 
Portugal, SGPS,S.A.. 
O processo de alteração revestir-se-á das seguintes características: 
1. Data da operação junto da Central de Valores Mobiliários: 11 de Abril de 2003; 
2. Valor nominal das acções antes da operação de alteração do respectivo valor: 5 euros 
cada; 
3. Valor nominal das acções após alteração do respectivo valor: 1 euro cada; 
4. Total das acções representativas do capital social antes da operação de alteração do 
respectivo 
valor: 134.400.000 acções; 
5. Total das acções representativas do capital social após a divisão: 672.000.000 acções; 
6. Número de acções a atribuir a cada accionista: por cada acção com o valor nominal 
de 5 euros 
detida, os accionistas receberão 5 acções com o valor nominal de 1 euro cada. 
 






Composição do PSI-20 
Tabela 7 - A Composição do PSI-20 (em 24/08/2012): 
Designação Cotação Peso Capitalização Hora 
ALTRI SGPS  1.150  1.11%  236,311,686  
24/08/12 
17:35  
B.COM.PORTUGUES  0.090  4.49%  663,059,370  
24/08/12 
17:39  
B.ESPIRITO SANTO  0.550  3.55%  2,221,914,444  
24/08/12 
17:35  
BANCO BPI  0.570  1.58%  793,690,000  
24/08/12 
17:35  
E.SANTO FINANCIAL  5.400  2.52%  1,042,250,680  
24/08/12 
17:35  
EDP  1.960  16.75%  5,760,869,487  
24/08/12 
17:37  
EDP RENOVAVEIS  2.800  4.87%  2,444,207,470  
24/08/12 
17:35  
GALP ENERGIA-NOM  11.640  16.60%  8,976,431,848  
24/08/12 
17:35  
J.MARTINS,SGPS  12.710  17.09%  7,998,316,826  
24/08/12 
17:35  





P.TELECOM  3.640  17.50%  3,267,786,240  
24/08/12 
17:35  
PORTUCEL  2.060  2.50%  1,579,515,000  
24/08/12 
17:35  
REN  2.030  1.66%  531,169,800  
24/08/12 
17:35  
SEMAPA  5.350  2.02%  633,078,581  
24/08/12 
17:35  
SONAE  0.490  2.91%  980,000,000  
24/08/12 
17:35  
SONAE IND.SGPS  0.540  0.30%  76,020,000  
24/08/12 
17:35  
SONAECOM,SGPS  1.260  0.92%  461,104,807  
24/08/12 
17:38  








Anexo 5  
 
Sem fazermos o ajuste do Stock Split da Cimpor que se realizou em Abril de 2003, o 
gráfico dos retornos individuais obtidos dos ativos do nosso portfólio, seria diferente e a 
não seria válido como podemos verificar abaixo: 
 
 
Como podemos verificar acima, a linha a vermelho no gráfico representa a variação do 
retorno da Cimpor desde o dia 0 até ao dia 2332, isto é, desde 1 de Jan de 2003 até ao 
dia 30 de Dezembro de 2011 (porque no dia 31 de Dezembro, todos os anos, a bolsa de 
Lisboa está fechada). 
 
Comandos no Octave: 
data_files = ['bpi.csv'; 'brisa.csv'; 'cimpor.csv'; 'edp.csv'; 'jeronimo.martins.csv'; 





lmin = inf; 
 
for i=1:size(data_files) 
    t = csvread(deblank(data_files(i,:))); 
    sz = size(t); 




    dclose = csvread(deblank(data_files(i,:)))(2:lmin,5); 
    dclose = dclose(end:-1:1); 
 
    returns = diff(log(dclose)); 





Comandos utilizados no Octave: 
>>>[x,y]=find(A<-1) 
>>> A(x,y)=A(x,y)+log(5) 





Comandos utilizados e output obtido respectivamente: 
>> A = cov(data); 
>> d= eig(A) 
d = 
    0.0001 
    0.0002 
    0.0002 
    0.0002 
    0.0002 
    0.0002 
    0.0002 
    0.0002 
    0.0003 
    0.0003 
    0.0003 









>> m = mean(data) 
 
>> stdev = std(data) 
 
>> corr = corr(data) 
 
>> c = cov(data) 
 
















Comandos utilizados no Matlab: 
>> ExpReturn = [ -0.0006489   -0.0003121    0.0002180    0.0001748    0.0009517   -
0.0001583    0.0001978   -0.0001658    0.0002088    0.0000599   -0.0001082   -
0.0003301]; 
>> ExpCovariance = cov(data); 
>> NumPorts = 1; 
>> [PortRisk, PortReturn, PortWts] = frontcon(ExpReturn, ExpCovariance, NumPorts) 
Output obtido: 
PortRisk =    0.0199 
PortReturn =  9.5170e-004 
PortWts = 
  0.0000   -0.0000         0   -0.0000    1.0000   -0.0000   -0.0000    0.0000         0    0.0000   












>> A = ones(size(m')); 
>> X = fmincon(@(w) minimumVariance(w,c),ones(size(m))/length(m),[],[],A,1) 
X = 
    0.0942 
    0.0715 
    0.0797 
    0.0750 
    0.0815 
    0.0956 
    0.0639 
    0.0747 
    0.0667 
    0.1139 
    0.1002 
    0.0831 
>> Global_Min_variance = X'*c*X 
Global_Min_variance = 
  1.3896e-004 
>> X'*m 
ans = 





>> m = m' 
>> H = m'*inv(c)*m 
H = 
 




















Comandos utilizados e respectivo output obtido no Matlab: 
>> c = cov(data); 
>> d=eig(c) 
>> inv(c); 
>> m = mean(data); 
>> stdev = std(data); 



















  1.0e-003 * 
 
    0.2180 
    0.1748 
    0.9517 
   -0.1658 
    0.2088 
    0.0599 
 
>> A = ones(size(m')); 
>> X = fmincon(@(w) minimumVariance(w,c),ones(size(m))/length(m),[],[],A,1); 
>> Global_Min_variance = X'*c*X 
Global_Min_variance = 










>> [RiskyRisk, RiskyReturn, RiskyWts, RiskyFraction, OverallRisk, OverallReturn] = 
portalloc(PortRisk, PortReturn, PortWts, .000376349, NaN,4) 
 
RiskyRisk = 
    0.0133 
RiskyReturn = 
  9.2751e-004 
 
RiskyWts = 
  0         0    0.7443    0.0985    0.1564         0         0         0    0.0008         0         0         0 
 
RiskyFraction = 
    0.7775 
OverallRisk = 
    0.0104 
OverallReturn = 
  8.0488e-004 
>>[  0         0    0.7443    0.0985    0.1564         0         0         0    0.0008         0         0         
0]*m 
ans = 





Para os portfólios com risco: 
 
RiskyRisk = 
    0.0194 
 
RiskyReturn = 
  9.2813e-004 
 
RiskyWts = 
    0.0000   -0.0000         0   -0.0000    0.9687   -0.0000    0.0252    0.0000    0.0061    
0.0000   -0.0000    0.0000 
 
RiskyFraction = 
    0.6139 
 
OverallRisk = 
    0.0119 
 
OverallReturn = 





De seguida apresentam-se as frequências relativas das rendibilidades diárias do 
portfólio com os três ativos. 
 
Rendibilidade Diária -3,50% -3% -2,50% -2% 
  81 111 149 225 
  2332 2332 2332 2332 
Frequência 0,034734134 0,012864494 0,016295026 0,032590051 
          
Rendibilidade Diária -1,50% -1% -0,50% 0% 
  355 569 877 1343 
  2332 2332 2332 2332 
Frequência 0,152229846 0,091766724 0,132075472 0,199828473 
          
Rendibilidade Diária 0,50% 1% 1,50% 2% 
  1677 1889 2012 2108 
  2332 2332 2332 2332 
Frequência 0,719125214 0,090909091 0,052744425 0,041166381 
          
Rendibilidade Diária 2,50% 3% 3,50% 4% 
  2169 2221 2255 2282 
  2332 2332 2332 2332 
Frequência 0,930102916 0,022298456 0,01457976 0,011578045 
          
Rendibilidade Diária 4,50% 5% 5,50% 6% 
  2293 2306 2316 2319 
  2332 2332 2332 2332 
Frequência 0,983276158 0,005574614 0,004288165 0,001286449 
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Rendibilidade Diária 6,50% 7% 7,50% 8% 
  2322 2325 2326 2327 
  2332 2332 2332 2332 
Frequência 0,995711835 0,001286449 0,000428816 0,000428816 
          
Rendibilidade Diária 8,50% 9% 9,50% 10% 
  2329 2329 2330 2332 
  2332 2332 2332 2332 
























  1.0e-003 * 
 
    0.3976    0.0755    0.0898 
    0.0755    0.2194    0.1053 
    0.0898    0.1053    0.2364 
 




       96870 
        2520 






  1.0e-004 * 
 
    0.1025 
    0.0210 
    0.0241 
 
